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IX

Resumen

En esta tesis estudiamos la version de Switzer del método de los (£, n)-modelos, originalmen-
te desarrollado por Shelah como una manera méas modelo-tedrica de demostrar el teorema
de Paris-Harrington, y para encontrar una IT9-sentencia verdadera pero independiente de la
aritmética de Peano (PA). El objetivo principal de este trabajo era investigar si se podian
usar los (£, n)-modelos para demostrar la independencia de la version a la Paris-Harrington
del teorema de Folkman de PA; sin embargo, encontramos una problematica en la prueba de
Shelah del teorema de Paris-Harrington. Presentamos el contraejemplo y proponemos una
nueva version del cumplimiento denominada cumplimiento en subsucesiones para rescatar
la demostracion. Demostramos que la nueva version satisface, con sus respectivas modifi-
caciones, los teoremas principales del método; sin embargo, atin desconocemos si se pueda
desarrollar en la aritmética de segundo orden (débil), hecho importante para demostrar los
resultados de independencia.

Palabras clave: (£, n)-modelo, Cumplimiento, Teorema de Paris-Harrington, Semantica

de Kripke, Sistemas de la aritmética de segundo orden .
Abstract

In this thesis, we study Switzer’s version of the method of (£,n)-models. It was develo-
ped originally by Shelah as a model theoretic way of proving the Paris-Harrington theorem,
and to find a true IT{-sentence not provable in the Peano arithmetic (PA). The main objec-
tive of this work was to investigate whether the (£, n)-models could be used to prove the
independence of the Paris-Harrington version of Folkman’s theorem of Peano arithmetic;
however, we found an issue in Shelah’s alternative proof of the Paris-Harrington theorem.
We present the counterexample and propose a new version of fulfillment called subsequence
fulfillment to rescue the proof. We show that the new version satisfies, with their respective
modifications, the principal theorems of the method; nevertheless, we still do not know if it
can be developed in weak second order arithmetic, which is important to prove the indepen-
dent results.

Keywords: (£, n)-model, fulfillment, Paris-Harrington theorem, Kripke semantics, Subsys-

tems of second order arithmetic.
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1 Introduccidn

El método de los (£,n)-modelos fue introducido por Shelah en [2] como una manera més
modelo-tedrica de demostrar el teorema de Paris-Harrington, y para encontrar una IT9-
sentencia independiente de la aritmética de Peano (PA). De manera independiente, una
nocion similar fue descubierta por Kripke; no obstante, él no publicé su trabajo y sélo se
conoce mediante otros autores, por ejemplo [3] y [4]. En términos generales, el método con-
siste en utilizar una nueva relaciéon de satisfaccion, denominada cumplimiento (nombre dado
por Kripke), para cadenas crecientes finitas de L-estructuras parciales. El método no genero
ninguna reaccion (publicada) hasta que, después de 25 afos, Switzer presenté nuevamente en
[1] las ideas desarrolladas por Shelah, en un lenguaje mas moderno. Presentamos en detalle
la version de Switzer en la seccion [2.2] con las siguientes correcciones:

» Modificamos la definicién original de (£, n)-modelo: ademas de exigir clausura por
simbolos de funcién, clausuramos con los términos de una férmula ¢ fija. A la nueva
definicion la denominamos (¢, n)-modelo, y a la coleccion de todos estos como la clase
de los (£, n)-modelos.

= Solo se define la nociéon de cumplimiento para las formulas normales prenexas.

= Presentamos un contraejemplo al teorema de validez de la nocion de cumplimiento que
aparece en [I], lema 2.13.

= Kl contraejemplo mencionado no afecta el método ya que la teoria se puede desarrollar
en ACAy. Por lo tanto el lema 2.12 y el corolario 2.15 de [I] se obtienen porque ACA,
es una extension conservadora de la aritmética de Peano.

En la misma seccion se explican en detalle las razones de cada correccion y se verifica que los
resultados de la primera parte de los articulos [1] y [2] se mantienen. Switzer ademés plantea
la posibilidad de construir nuevas afirmaciones, del estilo de Paris-Harrington, verdaderas
pero independientes de la aritmética de Peano. Persiguiendo ese objetivo, la intencion
original de este trabajo era investigar si se podian usar los (£,n)-modelos para demostrar
la independencia de PA de la version a la Paris-Harrington del teorema de Folkman; sin
embargo, en el camino encontramos una situacion dudosa al aplicar el método que debilita
parte de la demostracion de Shelah del teorema de Paris-Harrington. El problema consiste en
verificar el cumplimiento de una implicaciéon de manera clasica: si se cumple el antecedente
entonces se cumple el consecuente. En las secciones y presentamos contraejemplos
a ese argumento y sus consecuencias.



2 1 Introduccién

Por lo anterior, nuestras investigaciones se centraron en buscar una nueva nociéon de cum-
plimiento. En la seccién presentamos una definicion que denominamos cumplimiento
en segmentos. Esta version no funciona dado que no satisface un teorema de completitud
(ver ejemplo , teorema importante para demostrar los resultados de independencia.
Nos quedamos sélo con un posible candidato que vive en ZFC pero no hemos podido desa-
rrollar en ACAy. Esta nueva nociéon la denominamos cumplimiento en subsucesiones y
se encuentra en la seccion [2.4.2] con sus respectivos teoremas; ademaés, senalamos las partes
que hay que cambiar —si se puede— para poderlos ubicar en ACAy. En conclusion, atin
desconocemos qué tanto se puede rescatar el argumento de Shelah.

A medida que ibamos estudiando los conceptos de (£, n)-modelo y cumplimiento en el capi-
tulo [2, nos dimos cuenta de que tienen cierta similitud con los modelos de Kripke y la nocién
de forcing; por lo que decidimos investigar si realmente hay una relacion. En el capitulo
presentamos los resultados de nuestra investigacion. Dada la variedad de forcings que exis-
ten, hemos decidido restringir la comparacion a dos: el forcing de Kripke y el forcing débil;
sobre todo porque las légicas internas de estos son la logica intuicionista y la logica clasica
de primer orden, respectivamente. Descubrimos que si existe una relaciéon entre forcing y
cumplimiento; es més, demostramos que la légica interna del cumplimiento esti entre
la légica intuicionista y la légica clasica. En la seccion presentamos, a modo de
ensayo, el anterior resultado.

En el capitulo {4| presentamos lo que se sabe hasta el momento sobre la independencia de
la version & la Paris-Harrington del teorema de Folkman con respecto a la aritmética de
Peano. Tiene relacién con un problema abierto por mas de 20 anos: determinar
si ACA, puede demostrar el teorema de Hindman. En caso afirmativo, por medio de
un argumento de compacidad, podemos demostrar en PA la version a la Paris-Harrington
del teorema de Folkman; por lo tanto, si esta resulta ser independiente de PA, también el
teorema de Hindman serfa independiente de ACAy. En la seccién [4.1]| presentamos en detalle
la demostracion del matematico Henry Towsner del teorema de Hindman en el sistema
axiomatico IT1-TRy (ver [5]). Por otro lado, en la seccion [4.2] presentamos una demostracion
del teorema de Folkman en PA, con métodos de combinatoria finita. No hay mas informaciéon
(que conozcamos) sobre la version a la Paris-Harrington del teorema de Folkman. En dado
caso que sea independiente, por los inconvenientes que tuvimos al desarrollar este trabajo,
dudamos que esto se pueda argumentar usando los (£, n)-modelos.

Para terminar, en la secciéon 4.4] presentamos la demostraciéon de Shelah de Paris-Harrington,
indicando los momentos en que aparecen las falacias. Se hicieron las siguientes correcciones:

» En [2] no se trabaja con la condicion de Paris-Harrington, sino con una version méas
fuerte que denominamos ‘“Paris-Harrington reforzado”.

= Mejoramos la coloracion hecha por Shelah para obtener un resultado méas fuerte que



el claim 3.5 de [I]. Este es nuestro hecho 4.4.4L Asi garantizamos la minimalidad del
elemento en subsucesiones de la misma longitud.

En la demostracion explicamos por qué se arreglan las situaciones problematicas si se usa la
nocion de cumplimiento en subsucesiones, en caso de que ésta se pueda desarrollar en ACA,.
Atn si no funciona la solucién que proponemos, tenemos la sensacion de que existe alguna
manera de rescatar esta prueba.



2 El método de los (£, n)-modelos

El método de los (£,n)-modelos fue introducido por Shelah en [2] como una manera més
modelo-teérica de demostrar el teorema de Paris-Harrington, y para encontrar una II9-
sentencia independiente de la aritmética de Peano (PA). El método no gener6 ninguna reac-
cion (publicada) hasta que, después de 25 anos, Switzer presentd nuevamente en [I] las ideas
desarrolladas por Shelah, ya con un lenguaje mas moderno. En la seccion presentamos
en profundidad la version de Switzer; sin embargo, modificamos la definicién original de
(£, n)-modelo: ademés de clausurar por simbolos de funcién, clausuramos con los términos
de una formula ¢ fija. A la nueva definicion la denominamos (¢, n)-modelo, y a la coleccion
de todos estos como la clase de los (£, n)-modelos. La razon del cambio se debe a cuestiones
técnicas y se explicara en el desarrollo de la seccion; no obstante, vamos a mostrar en detalle
que la teoria desarrollada en [I], con sus respectivas adecuaciones, se mantiene con la nueva
definicion.

Originalmente, la segunda parte del capitulo se trataba de la demostracién del teorema de
Paris-Harrington usando los (£, n)-modelos; sin embargo, encontramos una situaciéon pro-
blemética al aplicar el método que debilita parte del argumento de Shelah. En la secciéon
[2.3] explicamos en qué consiste, y mostramos los contraejemplos. Por tal motivo, nuestras
investigaciones se centraron en buscar una nueva nociéon de cumplimiento que mantenga la
teoria desarrollada en la seccion 2.2l Presentamos nuestros resultados en la seccion 2.4l

2.1. Aritmética de segundo orden (débil)

La teoria que presentamos en la seccion se desarrolla en la aritmética de segundo orden,
especificamente en ACAy. El acronimo ACA significa axioma de comprension aritmética, y
el subindice 0 representa una restriccion al esquema de induccién. Denotamos Lo al lenguaje
de la aritmética de segundo orden basado en el vocabulario (+, -, 0, 1, <). Las siguientes
definiciones son sacadas de [13].

Definicion 2.1.1. Una Ls-férmula es una formula de segundo orden del lenguaje Ly. Una
Lo-formula es aritmética si todos sus cuantificadores son de primer orden.

Notemos que una féormula aritmética puede tener variables libres, tanto de segundo como de
primer orden. Por ejemplo

Vn(ne X — Jyly+y=n+m))
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es una Lo-formula aritmética con variables libres X y m.

Definiciéon 2.1.2. El sistema axiomatico ACA, consiste en la clausura universal de las
siguientes Lo-formulas:

Aritmética de Robinson.
»n+1#0
sm+l=n+1—m=n

s m+0=m

m+n+1)=m+n)+1
m-0=0

m-(n+1)=m-n+m

—(m < 0)

m<n+1ls (m<nVm=n)

Axioma de induccién.

e XAVnne X »n+1eX)) = Vn(nelX)

Esquema de comprensién aritmética. Para toda Lo-formula aritmética ¢(z) en la que X
no es una variable libre

AXVn(n € X < ¢(n))

Una consecuencia inmediata del axioma de inducciéon y del esquema de comprension aritmé-
tica es el esquema de induccion aritmética:

((0) AVn(p(n) = ¢(n+1))) = Vng(n) (2-1)
para todas las Lo-formulas aritméticas ¢(n).
Definicion 2.1.3. Una L;-férmula es una féormula de primer orden del lenguaje Ls.

Notemos que la aritmética de Peano (PA) esta conformada por la aritmética de Robinson y
por el esquema de induccion para Li-formulas. Luego, por (2-1), todo teorema de PA es
un teorema de ACA,. El reciproco también se tiene.

Teorema 2.1.4. El sistema ACAqy es una extension conservadora de la aritmética de
Peano. Esto es, para toda Li-formula ¢ se cumple que

ACAgF ¢ sty solo si PAE ¢

Demostracion. Ver teorema IX.1.5 de [13]. O
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Por el teorema[2.1.4] todo lo que demostremos en la seccion que se pueda escribir en una
L;-formula es un teorema de PA. En [I3] muestran que en ACAg se puede desarrollar varias
teorias matematicas. Una en particular es la l6gica matematica. Dentro de ACAq se pueden
definir las nociones de tupla, lenguaje, estructura, modelo, ...; incluso, se puede enunciar y
demostrar el teorema de completitud de Godel (ver teorema IV.3.3 de [13]). Por este motivo,
en la siguiente seccién trabajamos dentro de ACA,.

2.2. EIl método

Todas las definiciones y teoremas presentados en esta seccion se desarrollan en el sistema
axiomatico ACAy. Vamos a usar la letra £ para referirnos a un lenguaje finito de primer
orden. A medida que avancemos nos concentraremos més en el lenguaje Lp4 de la aritmética
de Peano que consiste en (+, -, <,0,1). Notemos que este es el lenguaje que se define dentro
de ACAy, no con el que trabajamos en la seccién

Definicion 2.2.1. Una estructura de primer orden M = (M, ...) se denomina una L-
estructura parcial si para todo simbolo de constante ¢ € L existe una interpretacion
cM ¢ M; todo simbolo de relaciéon R € £ de aridad n tiene una interpretacion RM ¢ M,y
todo simbolo de funcién f € £ de aridad n tiene una interpretacion fM : M™ — M donde
M puede ser una funciéon parcial.

Dada M una L-estructura parcial y ¢ una L-férmula, la relacion de satisfaccion M |= ¢ esta
definida de manera clésica siempre y cuando ¢ no involucre términos que no estan definidos
totalmente en M.

Ejemplo 2.2.2. Si £ es un lenguaje puramente relacional (no tiene simbolos de funcion),
entonces las nociones de L-estructura parcial y L-estructura son las mismas.

Ejemplo 2.2.3. Sean M E=PA y n € M (n puede ser un nimero no estandar). Denotamos
como M<, la estructura cuyo universo es el segmento inicial {m € M |m < n}, y las
interpretaciones de <, +, - son las mismas de M pero restringidas a a ese conjunto. Notemos
que N<g =2+ 5 = 7 pero la formula 8 - 2 no tiene sentido en esa estructura.

Vamos a trabajar con cadenas crecientes de L-estructuras parciales. Si queremos desarrollar
una relacion de satisfaccion en esos objetos, entonces, dada una L-formula ¢, tenemos que
asegurar que se puedan calcular los términos que aparecen en ¢. Esto motiva la siguiente
definicion.

Definiciéon 2.2.4. Sean M y N dos L-estructuras parciales y ¢ una L£-formula. Decimos
que M es una ¢-subestructura de N si se satisface lo siguiente.

= M CN.
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» Las interpretaciones de lo simbolos de M coinciden con las interpretaciones de A
restringidas a M.

» Para todo simbolo de funcién f € £y todo @ C M, se cumple que f~(a) esta definido
en N.

» Para todo ¢-término ¢(Z) y todo a C M, se cumple que t(a) esta definido en N.
Denotamos esta relacion como M C, N.

Ejemplo 2.2.5. Sean M |PA y m € M. Sea ¢ una Lp4-formula. Denotamos como m? al
menor elemento del conjunto

{x € M|m? <z yt(a) < x para todo ¢-término #(z) y para todo a C M<,,}
Es sencillo verificar que M<,, Cy M« 4.

Definicién 2.2.6. Sean n € N y ¢ una L-formula. Un (¢, n)-modelo es una sucesion de
L-estructuras parciales A = (Ag, Ay, ..., A,) tal que para todo i < j < n se cumple que
.Ai §¢ .Aj.

Ejemplo 2.2.7. Sean M EPA y ¢ una Lps-formula. Sea m = (mg, mq, ..., m,,) una sucesion
de nimeros de M tales que m? < myy1 para todo i < n. Decimos que m es una sucesion de ¢-
crecimiento. Por el ejemplo[2.2.5] la sucesion Mz := (M<p, ..., M<,, ) es un (¢, n)-modelo.
Decimos que M es el modelo de ¢-crecimiento asociado a m.

Definicion 2.2.8. Sea n € N. La colecciéon de los (¢, n)-modelos, donde ¢ es una L-formula
arbitraria, la denotamos como la clase de los (£, n)-modelos.

Al trabajar con (£, n)-modelos vamos a usar las siguiente notaciones.

Definicién 2.2.9. Sea A = (Ag, A1, ..., A,) un (L,n)-modelo y sean 7,7 € N tales que
i < j < n. Escribimos A* := (A, ..., A,) y Albdl .= (A4;, ..., A;).

Definicion 2.2.10. Sea ¢(Z) una L-férmula en forma normal prenexa. Denotamos dp(¢)
a la profundidad de la féormula ¢; es decir, el niimero de cuantificadores que tiene ¢.
Denotamos |¢| a la longitud de la formula ¢.

Ahora definimos una nueva relacion de satisfaccion para los (£, n)-modelos.

Definicion 2.2.11. Sea ¢(Z) una £-formula en forma normal prenexa. Sea A = (Ay, ..., A,)
un (1, n)-modelo tal que n > dp(1)). Sea a una tupla de elementos de Ag de la misma longitud
de z. Decimos que A cumple (@) —lo denotamos A |= ¢(a)— si:

Caso atémico. Si () es una formula atomica, entonces A = 1(a) si y solo si A; = ¢(a)
(esto tiene sentido ya que en A; se pueden realizar los calculos de los ¢-términos con
elementos en Ap).
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Caso negacién. Si 1)(z) = —(Z) entonces, A |= ¢(a) si y solo si A ¥ y(a).

Caso conjuncién. Si ¢(z) = v(z) A 7(z) entonces, A |= ¢(a) si y solo si A = ~(a) y

AE7(a).

Caso disyuncién. Si ¢(z) = ~(z) V 7(Z) entonces, A = ¢(a) si y solo si A = y(a) o
A= 7(a).

Caso existencial. Si ¢(z) = Jy~(y, Z) entonces, A = ¥(a) si y solo si existe b € A, tal
que A* = (b, a).

Caso universal. Si¢(z) = Vy~(y, Z) entonces, A = 1(a) si y solo si, para todo k > dp(7)
tal que n — k > 0, y para todo b € A, _; se cumple que AP = ~(b, a).

Notemos que, como sé6lo estamos trabajando con féormulas normales prenexas, los casos de la
negacion, conjuncion y disyunciéon sélo aplican cuando la formula no tiene cuantificadores.

En pocas palabras, la nocion de cumplimiento declara que una L-féormula v es verdadera en
un (£, n)-modelo, si es verdadera en todas las estructuras en donde ya se puede comprobar
su validez. Para determinar cuales son esas estructuras, nos apoyamos en la profundidad de
la formula. El caso universal muestra claramente lo descrito; por otro lado, las proposiciones

[2.2.13] y [2.2.14] demuestran que en el caso existencial es suficiente encontrar el testigo en

el siguiente modelo, ya que ese mismo testigo sirve para las demés estructuras. En el caso
de las formulas con complejidad cero —sin cuantificadores—, el hecho nos dice que
s6lo hay que comprobar si la afirmacion es verdadera en la primera estructura parcial. La
demostracion es consecuencia directa de la definicion 2.2.111

Hecho 2.2.12. Sean 1(Z) una L-formula tal que dp(¥) = 0, A un (£,n)-modelo y a C Ay.
Entonces se cumple que

AE (@) = A E v(a)

Por el hecho [2.2.12] y como s6lo estamos trabajando con férmulas normales prenexas en la
definicion [2.2.11] las siguientes demostraciones por induccién sobre L-féormulas se reducen
en tres casos: sin cuantificadores, existencial y universal.

Proposicion 2.2.13. Sean () una L-formula, A un (L,n)-modelo y a C Ay tal que
A = 4(a). Entonces A = (a) para toda m tal que dp(vp) < m < n.

Demostracion. Por inducciéon sobre las L-féormulas.

Caso sin cuantificadores. Supongamos que ¥ es una férmula sin cuantificadores. Dado

que A = (@) entonces por el hecho [2.2.12] se cumple que A; = ¢(a). Por el mismo
hecho, A" |= (@) para toda m tal que dp(¢)) < m < n.
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Caso existencial. Supongamos que 1(Z) es de la forma Jy~(y, Z). Como A |= 1(a) en-
tonces, por definicion, existe b € A; tal que A* = y(b,a). Dado que A* = (A, ..., A,)
—se empieza a contar desde 1—, por induccion, para todo m tal que dp(y) + 1 <
m < n se cumple que A"™ = (b, @). Por la definicion del caso existencial, y como
dp(v) = dp(vy) + 1, se cumple que A" = 4)(a) para toda m tal que dp(¢)) < m < n.

Caso universal. Supongamos que (Z) es de la forma Vyy(y,z). Como A = 4(a), por
definicion, para todo k > dp(y) tal que n —k > 0, y para todo b € A, se cumple que
A=kl = ~ (b, @). Por induccion

An=kml = ~ (b, @) para toda m tal que dp(y) +n —k < m < n. (2-2)

Sea m € N tal que dp(v)) < m < n. Sea k € N tal que k > dp(y) y m — k > 0, y sea
b€ A,_p. Veamos que A7 = ~(b, @) para comprobar que .A[O ™ k= 4(a). Notemos
que existe k > dp(vy) tal que m — k =n — k, entonces, por para toda m’ tal que
dp(y) +m —k < m’ < n se cumple que AM~ ' = (b, a). Como m > dp(y) +m — k,
entonces AM~*™ |= (b, a). Por definicién del caso universal, A%™ = 4)(a) para toda
m tal que dp(v) < m < n.

]

Proposicion 2.2.14. Sean ¢ (&) una L-formula, A un (£, n)-modelo ya C Ay. Si A = ¢(a),
entonces para todo m < n — dp(1p) se cumple que A |= ) (a).

Demostracion. La prueba se hace por induccion sobre L-féormulas.

Caso sin cuantificadores. Supongamos que v es una férmula sin cuantificadores. Si A =
¥ (a), entonces, por el hecho 2.2.12| A; | ¢(a). Como 9 es una férmula sin cuantifi-
cadores, entonces A,,.1 = ¢(a) para todo m < n — dp(¢). Nuevamente, por el hecho

2.2.12fse cumple que A™M = 1(a).

Caso existencial. Supongamos que 1(Z) es de la forma Jy~(y, z). Si A |= ¢(a), entonces
existe b € A; tal que A* = 7(b,a). Como A* es un (£,n — 1)-modelo, por induccion,
para todo m < n — 1 — dp(y) se cumple que A™" = ~(b,a). Como b € A; C A,,, por
definicién del caso existencial A™™ |= 4 (@) para todo m < n — dp(y)).

Caso universal. Supongamos que ¥(Z) es de la forma Vyy(y, z). Si A |= 1(a) entonces,
para todo k > dp(7) tal que n —k > 0, y para todo b € A,,_, se cumple que AP~*7 =
v(b,a). En particular, si fijamos m < n—dp(1)), para todo k > dp(v) tal que n—k > m,
y para todo b € A,,_j se cumple que A% = ~(b, @). Por definicién del caso universal

Almnl = (@) para todo m < n — dp(v)).
O

Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 2.2.15. Denotemos como ) el conjunto de los axiomas de la aritmética de Ro-
binson (ver definicion [2.1.2)). Sea ¢ una Lp4-formula tal que tenga solamente /\ Q-términos.
Sea m = (mg, mq, ..., m,) una sucesion de ¢-crecimiento y M,; el modelo de ¢-crecimiento
asociado a m. Veamos que M,; cumple ). Como la profundidad de los axiomas es a lo
sumo 2, tenemos que suponer que n > 3. Dado que los argumentos son semejantes, solo
realizaremos la demostracion de los siguientes axiomas:

» My EVr,y(r+1=y+1— x=y): Veamos que para todo k > 1 tal que n — k > 0,
y para todo b € M<,, . se cumple que MI"* = vVy(b+1=y+1— b=y). Ahora
tenemos que verificar que para todo k' tal que n—k < k' < n, y para todo ¢c € M<,, , se
cumple que M*? = p4-1 = c+1 — b = ¢. Dado que M, Eb+l=c+l=b=c
por ser segmento inicial, obtenemos lo anterior.

» My = Vy3dz(y = 0Vy = x+1): Veamos que para todo k > 1 tal que n—k > 0, y para
todo b € M<,, _, se cumple que M%7 = J2(b =0V b =2+ 1). Si b = 0 entonces
cualquier testigo en M<,, . satisface la afirmacién. Si b # 0 entonces el elemento
b—1€ M<,,, ., satisface que MIFFn = p = (b—1) + 1.

La nocién de cumplimiento tiene un lema similar al teorema de Lowenheim-Skolem descen-
dente, conocido como el lema del modelo finito.

Lema 2.2.16 (Lema del modelo finito). Sean ¢ una L-sentencia y A un (£,n)-modelo tal
que A |= ¢. Entonces existe un (L£,n)-modelo B que cumple ¢ tal que

Bol < L] [Bial < [@l(ILIIBil* + |g]|B;|#1) (@)
donde k es el mdxzimo de las aridades de los simbolos de funcion.
Demostracion. La construccion se va a realizar por inducciéon. Para empezar definimos
By := {c™ | ¢ es simbolo de constante}

Sea i < n fijo. Supongamos que B; ya esta definido y B; C A;. Primero vamos a clausurar
por simbolos de funcién y por ¢-términos.

B = B;U{f4+1(b)| f es simbolo de funcion y b C B;} U {tA+1(b) |t es ¢-término y b C B;}

Ahora vamos a clausurar por existenciales y universales. Consideremos los siguientes con-
juntos de formulas

Suba(¢) = {Iyv(y,z) | Iy (y, T) es subformula de ¢ }
Suby(¢) = {Yyu(y,z) |Yy(y, ) es subformula de ¢ }

Por cada Jyy(y,z) € Subs(¢) y @ C By escogemos bayy(ya) € {b € Aipr | AT = (b, a)},
si tal elemento existe, de lo contrario definimos bsyy(ya) = ¢ donde ¢ puede ser cualquier
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constante. Por otro lado, por cada Yy (y,z) € Suby(¢) y @ C B} escogemos byyy(ya) €
{b € Aiyr | AFFI B2 4h(b,a)}, si tal elemento existe, de lo contrario definimos byyy(y.a) =
¢ donde ¢ puede ser cualquier constante. Al finalizar, recolectamos todos los elementos
anteriores:

Biyr =B U | {bayua | Iy (y, 7) € Subs(9)} U | {bvywiwa | Yot (y, 7) € Suby(9)}

acB; aCBy

Dado que clausuramos por simbolos de funcién y por ¢-términos, la sucesion B= (Bo, ..., By)
es un (¢,n)-modelo. Por construccion |By| < |L|. Para acotar la cardinalidad de los otros
conjuntos vamos a usar que, como ¢ es sentencia, la longitud de las tuplas con las que
trabajamos no superan dp(¢); por lo tanto:

Bia| < [Bfl+ Y IB"D+ > (B|#@

Subs () Suby ()
= |B;| + dp(¢)| B} |
< |@l|B;|

Por otro lado, dado que k es el méximo de las aridades de los simbolos de funcién, se tiene
que:

1B < [Bi| + ) IBil* + ) 1B
feL tep

< |L||B;|* + ‘¢||Bi’dp(¢)

En conclusion

[Bisil < [0I(ILNBiI* + [0]]B;| @)@

Por tltimo, demostremos que para toda subféormula 6(Z) de ¢ y para todo b C B; tal que
n —1i > dp(0), se cumple que

Al = 0(b) = BEM 1= 9(b) (2-3)

Caso sin cuantificadores. Supongamos que 6(Z) es una férmula sin cuantificadores. Sea
i tal que n —i > dp(d) = 0 y sea b C B;. Notemos que, como B;,; tiene la mismas
interpretaciones de los simbolos que A, 1, entonces A; 1 = 0(b) siy solo si Biy1 = 0(b).
Por lo tanto, por el hecho [2.2.12| se cumple [2-3

Caso existencial. Supongamos que 0(Z) es de la forma Jyi(y, ). Sea i tal que n — i >
dp(6) y sea b C B;.

=) Si AP = Jyp(y, b), por construccion existe d € By tal que AL = o)(d, b).
Por induccién Bi1m = 4)(d, b) y por lo tanto B! = Jya(y, b).
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<) Si B = Jyah(y, b), por definicion existe d € By tal que Bt |= 4(d, b). Por
induccion AP = 4h(d, b) y por lo tanto Al = Fyip(y, b).

Caso universal. Supongamos que 0(Z) es de la forma Yy ¥ (y, ). Sea i tal que n—i > dp(0)
y sea b C B;.

=) Si Al = Yyi(y, b) entonces para todo k > dp(z)) tal que n — k > i, y para todo
d € A,_i, se cumple que A" %" = (d,b); en particular, para todo d € B,_j
se cumple que AM*7 = 4)(d,b). Por induccién, B*" = 4(d,b) para todo
k > dp(¢) tal que n—k > i, y para todo d € B,_. Por lo tanto BI"™ |= Yy (y, b).

<) Si AP L Wy (y, b) entonces existen k > dp(v) v d € A,_ tales quen —k > iy
A=kl L2 ) (d, b). Como b C B; C Bj_j_1, por construccién existe d’ € B, _; tal
que AP=Fm UL ah(d’ ) b). Por induccion B*=knl L£ 4(d' b) v por lo tanto BEM =
Yyy(y,b).

]

Ya con el lema del modelo finito podemos garantizar la existencia de (£, n)-modelos
finitos que cumplen una L-férmula ¢. La siguiente definicién es motivada por las cotas

del lema 2.2.16]

Definicién 2.2.17. Sea ¢ una L-sentencia. Para todo ¢ € N definimos recursivamente
Col(i,¢) de la siguiente manera:

Col(0,¢) = |L]
Col(i +1,¢) = |¢|(|L]Col(i, ¢)* + || Col (i, ) ) (®)

donde k es el maximo de las aridades de los simbolos de funcién.

Para ubicar los (£, n)-modelos dentro de un conjunto finito fijo necesitamos introducir la
nocion de isomorfismo.

Definicién 2.2.18. Sean A y B dos (£, n)-modelos. Decimos que A y B son isomorfos

i=n 1=n
—lo denotamos como A = B— si existe una biyeccion g : U A — U B; tal que para todo
i=0 i=0

1 < n la restriccion ¢ | A; es un isomorfismo sobre B; de L-estructuras parciales.
El siguiente hecho es consecuencia inmediata de la definicion [2.2.1§]

Hecho 2.2.19. Sean A Y B dos (L, n)-modelos tales que existe un isomorfismo g entre ellos.
Entonces para toda L-formula ¢(T) y para toda tupla a C Ay se cumple que A = ¢(a) siy

solo si B = ¢(g(a)).
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Corolario 2.2.20. Sea ¢ una L-sentencia. Sea A un (L,n)-modelo tal que A = ¢. Entonces,
existe un (L,n)-modelo D que cumple ¢ tal que el dominio de D; es un subconjunto del
segmento [0, Col(i, ¢)] para todo i < n. Decimos que D es el F-colaps de A segin ¢.

Demostracion. Por el lema existe un (£, n)-modelo B que cumple ¢ tal que B; tie-
ne tamano menor que Col(i,¢). Recursivamente, podemos dotar un subconjunto D; de
[0,Col(i, ¢)] con la misma estructura de B; tal que D; Cy Diyq1. Por el hecho [2.2.19] el
(L£,n)-modelo D cumple ¢.

m

Ahora vamos a presentar el teorema de completitud de la nociéon de cumplimiento. La de-
mostracion usa el lema de Konig, que también se puede desarrollar en ACA, (ver teorema
[11.7.2 de [13]).

Teorema 2.2.21 (Teorema de completitud de la nocién de cumplimiento). (ACAy) Sea ¢
una L-sentencia. Entonces ¢ tiene un modelo clasico si y solo si ¢ tiene un (L, n)-modelo
finito para todo n > dp(¢).

Demostracion. =) Supongamos que existe un modelo M tal que M |= ¢. Es facil verificar
que, para todo n > dp(¢), el (L, n)-modelo A= (M, ..., M) cumple ¢.

<) Supongamos que para todo i > dp(¢) existe un (£,7)-modelo B; tal que cumple ¢.
Vamos a encontrar una cadena creciente (con respecto a la contenencia) de (£, n)-modelos
que cumplen ¢, tal que la unién de esa cadena es una L-estructura que satisface ¢. Para esto
vamos a usar el lema de Konig. Sea

T = {fﬂ A es un (£, n)-modelo que cumple ¢ tal que 4; C [0, Col(i, qb)]}

Vamos a definir sobre 7" una estructura de arbol. Dados A un (L, n)-modelo y B un (L, m)-
modelo, decimos que A <y, Bsin<m y para todo k < n se cumple que A, = By. Notemos
que (T, <{;,) es un arbol por la proposicion [2.2.13] De hecho, el nivel j del arbol esta dado
por:

Lev;(T) = {/ﬂ Aes un (£, j + dp(¢) + 1)-modelo que cumple ¢ tal que 4; C [0, Col(i, qb)]}

para todo j € N. Ademas, por el corolario , el F-colapso de l’)_’; segin ¢ pertenece
al nivel ¢ — dp(¢) — 1 de T para todo ¢ > dp(¢). Por otro lado, todos los niveles de T' son
finitos ya que solo una cantidad finita de (£, 7)-modelos se pueden definir en [0, C'ol(i, ¢)]. En
conclusion, (7', <y;,) es un arbol infinito de ramificacion finita. Por el lema de Konig existe
una rama infinita de 7' que vamos a denotar como {A;}2°,. Consideremos como {A;}%, la
sucesion de L-estructuras parciales que tiene la rama. Definimos

./\/l ::DAi

=1

I'La F viene de la palabra fulfillment
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Es sencillo comprobar que M es una L-estructura. Veamos por inducciéon que para toda
L-formula 1 (Z), para todo ¢ € N y para todo a C A; se cumple lo siguiente.

Al = 4 (@) para todo j > i+ dp(y)) => M = 9(a) (2-4)

Caso sin cuantificadores. Supongamos que dp()) = 0. Sean i € Ny a C A;. Si Al |=
W(a) para todo j > i + dp(), por el hecho [2.2.12| se tiene que A;;; | ¥(a). Como v

no tiene cuantificadores entonces M = 9 (a).

Caso existencial. Supongamos que ¢ () es de la forma Jyy(y,z). Sean i € Ny a C A;.
Si Al k= (@) para todo j > i + dp(1) entonces existe b; € A;; 1 —depende de j—
tal que A1 = 4(b;,@). Como Ay es finito, existe b € A, fijo y una sucesion
de naturales {jj}x>1 tal que A9 |= (b, a). Por la proposicion [2.2.13 podemos
acortar los (£, n)-modelos para que A+ = ~(b, @) para todo j > i+ 1 + dp(7). Por
induccion M = (b, a) y por lo tanto M = ¥(a).

Caso universal. Supongamos que ¥ () es de la forma Yy y(y,z). Sean i € Ny a C A;. Si
ALl = (@) para todo j > i+dp(vp) entonces, para todo k > dp(y) tal que j—k > i,y
para todo b € A;_y, se cumple que AV~*Il |= ~(b,a). Sea b € M. Notemos que existen
Jo > 1+ dp(y) y ky > dp(7y), con j, — ky > i, tales que b € Aj,_y,; luego para todo
j > jy +dp(y) se cumple que AV»—*dl = (b, @). Por induccion M = (b, a). Como
b € M era arbitrario, se concluye que M = 1 (a).

Dado que por construccion A%7! = ¢ para todo j > dp(¢), por se tiene que M = ¢.
]

Dado que la nociéon de cumplimiento para modelos finitos es expresable en PA, por el teorema
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.22 (PA). La afirmacion “para todo subconjunto finito T C PA y para todo
n>dp(AT), AT tiene un (Lpa,n)-modelo finito” es equivalente a Con(PA).

Por el segundo teorema de incompletitud de Godel, la afirmaciéon “para todo subconjunto
finito I' CPA y para todo n > dp(AT), AT tiene un (Lpa,n)-modelo” es independiente de
PA. Por lo tanto, un método para probar la independencia de PA de un Lpa-teorema es
demostrar que éste implica la afirmacion anterior.

2.3. Problematicas al aplicar el método

Primero, observamos que el argumento original de [I] para demostrar el corolario [2.2.22| pasa
por la siguiente afirmacién denominada el teorema de validez de la nocion de cumplimiento:

Sea 1 una L-sentencia. Si = 1 entonces para todo n > dp(v), todos los (L,n)-modelos
cumplen 1.
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Sin embargo, se tiene el siguiente contraejemplo.
Ejemplo 2.3.1. Sea £ = Lp4. Consideremos la formula
Jy3x(y >z A =x+a+r+z+axAz#0)
Notemos que su negacion cléasica (en forma normal prenexa) es:
ViVo(r >yVat#r+z+r+az+aVe=0)
Denotemos como ¢ la férmula
F2FwVyVz((z > wAw? = w+wt+wtw+wAw £ 0)V(z > yVa? # r+rt+z+r+aVe =0))

Por el tercio excluido, F ¢. Sin embargo, si consideramos A un (¢, n)-modelo (Ag, Ay, ..., Ay),
con n > 4, donde:

Ay ={0,1}

A ={0,1,2,3,4,5}

Entonces:

AT Fw(z>wAw? =w+w+w+w+wAw+#£0) Yaque no existe un elemento en A,
que sea mayor que 5.

A EVVz(r >yvVal#r+x+z+x+xVe=0) Ya que en A, hay elementos mayores
que 5.

Luego, por lo anterior
Ao
El ejemplo[2.3.T muestra que la nociéon de cumplimiento no es del todo clasica. Otra situacion

del mismo estilo se presenta en la demostracion de Paris-Harrington usando (£, n)-modelos.
Al probar que

LNP(¢) := Fzg(x) — F2Vy(d(2) A (9(y) — 2z < y)

tiene un (Lpa,n)-modelo para toda ¢, se verifica que si se cumple el antecedente entonces
se cumple en consecuente. El siguiente ejemplo muestra que ese argumento no es suficiente
para que se cumpla una implicacion, segin la definicion [2.2.11]

Ejemplo 2.3.2. Sea £ = {P} un lenguaje con un solo simbolo de predicado. Sea A =
(A, A1, Az, A3) el siguiente (£, 3)-modelo.

Ag= A1 ={a} Ay=A3={q,p}
PA = pA =  pA=ph = {p}

Notemos que si A = 2P () entonces A = P(a). Sin embargo, dado que As = P(8)A—P(a),
se tiene que

A BV (=P(z) V P(a))

Observemos que V(=P (z) V P(«a)) es la forma normal prenexa de JzP(x) — P(«).
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Para demostrar que un (£, n)-modelo A cumple una implicacion, segin la definicion [2.2.11],
hay que usar que 1) — ¢ es equivalente (de manera clasica) a =) V ¢. Por lo tanto:

A — ¢ siy solo si, si A B —1p entonces A = ¢ (2-5)

Como vimos en el ejemplo , A ¥~ —1) no siempre implica que A = 1 (el reciproco si es
cierto). Por lo tanto la implicacion (2-5) es mas exigente que la implicacion clasica. En la
seccion vemos que si agregamos la implicacion clasica en la definicion [2.2.11] entonces el

teorema [2.2.21] deja de ser cierto.

En la seccion presentamos en detalle la demostracion de Shelah de Paris-Harrington,
indicando los momentos en que se demuestra el cumplimiento de una implicacién de forma
clasica. Dado que no encontramos una manera para que la prueba siguiera funcionando
usando la definicion [2.2.11], optamos por buscar una nueva nociéon de cumplimiento que
involucre todas las formulas (no solo las que estan en forma normal prenexa) y que mantenga
la teorfa desarrollada en la seccion 2.2 A continuaciéon mostramos nuestros resultados.

2.4. Propuestas para cambiar la nocién de
cumplimiento

Vamos a presentar dos versiones de la nociéon de cumplimiento que ya trabajan sobre todas
las formulas. La primera la denominamos cumplimiento en segmentos ya que se verifica el
cumplimento de una férmula en cada segmento interno de un (£, n)-modelo; y la segunda
como cumplimiento en subsucesiones ya que se verifica el cumplimento de una férmula en
toda subsucesion de L-estructuras parciales de un (£, n)-modelo. Dado que ya no vamos a
trabajar exclusivamente con férmulas normales prenexas, vamos a complementar la definicién
de profundidad de una férmula.

Definicion 2.4.1. Sea ¢(Z) una L-formula. Definimos la profundidad de la férmula 1) —lo
denotamos como dp(1))— de manera inductiva:

Caso atémico. Si () es una formula atoémica, entonces dp(v)) := 0.

Caso conjuncién. Si (z) = v(z) A 7(Z) entonces dp(v)) := max{dp(y),dp(7)}.
Caso disyuncién. Si ¢(z) = v(Z) V 7(Z) entonces dp(¢) := max{dp(v),dp(7)}.
Caso implicacién. Si (z) = v(Z) — 7(Z) entonces dp(y) := max{dp(y),dp(7)}.
Caso negacidn. Si ¢(Z) = —y(Z) entonces dp(¢) := dp(7).

Caso existencial. Si (%) = Jyv(y, T) entonces dp(1)) := dp(~y) + 1.

Caso universal. Si ¢ (z) = Vy~(y, ) entonces dp(y) := dp(y) + 1.
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2.4.1. Cumplimiento en segmentos

Si detallamos la teoria desarrollada en la seccion [2.2] las proposiciones [2.2.13] y [2.2.14] son la
base para demostrar el lema del modelo finito y el teorema de completitud. Con el propoésito

de mantener esas proposiciones aparece la siguiente definicion.

Definicién 2.4.2. Sea 9 (Z) una L-formula (ya no es necesario que esté en forma normal
prenexa). Sea A = (A, ..., A,) un (¢, n)-modelo tal que n > dp(t). Sea @ una tupla de
elementos de Ay de la misma longitud de Z. Decimos que A cumple ¢ (a) en segmentos
—1lo denotamos A =g 1(a)— si:

Caso atémico. Si ¥(Z) es una formula atémica, entonces A =g 1(a) si y solo si A; =

(@),

Caso implicacién. Si ¢(z) = v(z) — 7(z) entonces A =g ¥(a) si y solo si para todo
i,5 € N tal que dp(v)) < j — i se cumple que, si A =g v(a) entonces A =g 7(a).

Caso negacién. Si ¢(Z) = —y(Z) entonces, A s ¥(a) siy solo si para todo i,j € N tal
que dp(v)) < j — i se cumple que A% g ~(a).

Los demés casos se definen de manera similar a la definiciéon 2.2.171

El siguiente ejemplo ilustra que la definicion no permite desarrollar un teorema de
completitud.

Ejemplo 2.4.3. Sea £ = {P} un lenguaje que sblo tiene un simbolo de relacién binaria.
Consideremos (N, PY) la L-estructura donde:

(r,y) € Pl <= y=2+2
Sea n € N mayor que 3. Sea A= (Ao, ..., A,) el (£,n)-modelo tal que
A, ={0,...,n}
Demostremos que:

A =5 “Va3yP(z,y) : Sean i,j € N tales que j — i > 2. Veamos que A" fg VoIyP(z,y).
Dado que j —2 € A oy j & Aj_1, entonces AV=29) [£5 JyP(j — 2,y); por lo tanto
Al g Y3y P(z, y). Como i, j eran ntimero arbitrarios tales que j — 4 > 2, entonces
A b=y ~VaIyP(z,y).

A g Va3z3y(z = 2 A P(x,y)) : Seank > 2y b e A,_;. Veamos que AP*nl =g 323y(2 =
z A P(b,y)). Notemos que A"=*+1nl =g Jy(0 = 0 A P(x,y)), ademas, dado que b+2 €
A, _p+o, entonces AmF2nl = 0 = 0 A P(b, b+ 2). En conclusion A =g Va3z3y(z =
2N\ P(x,y)).
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Juntando lo anterior, podemos deducir que
A g —VaIyP(z,y) AVzIz3y(z = 2 A P(z,y))

Entonces para todo n mayor que 3 existe un (£,n)-modelo que cumple en segmentos la
sentencia =Vo3yP(z,y) AVz3z3Iy(z = z A P(z,y)). Sin embargo, no existe una L-estructura
que satisface esa sentencia. Notemos que lo mismo sucede con la sentencia Yw(w = w) —
(=Va3yP(z,y) AVz3Iz3y(z = 2z A P(z,y)))

El ejemplo [2.4.3] muestra que el camplimiento en segmentos no satisface un teorema
de completitud; por lo tanto no se puede usar en el argumento de Shelah para demostrar
Paris-Harrington. Observemos que si usamos en la definicién los siguientes casos:

Negacién clasica. Si ¢(z) = —y(z) entonces, A = (a) si y solo si A £ y(a).

Implicacién clasica. Si ¢(z) = v(z) — 7(&) entonces A = 1(a) si y solo si, si A = ~(a)
entonces A = 7(a).

Tampoco funciona ya que sigue sirviendo de contraejemplo.

2.4.2. Cumplimiento en subsucesiones

En la bisqueda de una version del cumplimiento que mantenga las proposiciones [2.2.13] y
2.2.14] pero que sea mas fuerte que el cumplimiento en segmentos, se nos ocurrié la siguiente
definicion.

Definicion 2.4.4. Sea ¢(z) una L-formula. Sea A = (Ao, ..., A,) un (1, n)-modelo tal que
n > dp(1)). Sea a una tupla de elementos de Ag de la misma longitud de z. Decimos que A
cumple (@) en subsucesiones —lo denotamos A =; 1(a)— si:

Caso atémico. Si ¢(Z) es una formula atémica, entonces A =, (a) si y solo si A; =

(@),

Caso implicacién. Si(z) = v(z) — 7(z) entonces A |=; 1(a) si y solo si para toda m tal
que dp(v) < m < n,y para toda sucesion creciente (ig, ..., i,,) de m+1 ntimeros menores
o iguales que n, se cumple que, si (A, ..., A;,.) =1 v(a) entonces (A, ..., Ai..) =1 7(a).

Caso negacién. Si ¢ (&) = —y(&) entonces, A =, 1(a) si y solo si para toda m tal que
dp(¢) < m < n, y para toda sucesion creciente (i, ..., %,,) de m + 1 nimeros menores
o iguales que n, se cumple que (A;,, ..., A;, ) 1 v(a).

Los demés casos se definen de manera similar a la definicién 2.2.111

La siguiente proposiciéon generaliza las proposiciones [2.2.13|y [2.2.14]
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Proposicion 2.4.5. Sean ¢(z) una L-formula, A un (£,n)-modelo y a C Ay tal que A |=;
W(a). Entonces para toda m tal que dp(v)) < m < n, y para toda sucesion creciente (ig, ..., im)
de m + 1 nimeros menores o iguales que n, se cumple que (A;,, ..., A; ) Er ¥(a).

Demostracion. Veamos por induccion sobre las L-férmulas la proposicion.

Caso atémico. Supongamos que 7 es una féormula atémica. Dado que A =7 ¢ (a) enton-
ces por la definicion se cumple que A; = ¥(a). Como ¢ es una féormula atomica
entonces A; | ¢(a) para todo 1 < i < n, luego, por la definicion, para toda suce-
sion creciente (i, ..., 4,,) de m + 1 nimeros menores o iguales que n, se cumple que

<Ai07 ) Alm> ’:I 77Z)(d)

Caso conjuncién. Supongamos que 9(Z) es de la forma v(Z) A7(z). Si A k=, 4(a), enton-
ces A =1 v(a) y A |=; 7(a). Por induccion, (A, ..., Ai) Erv(@) v (Aig, ... Ai) Ex
7(a). Luego (A, ..., Ai,,) =1 ¥(a) para toda m tal que dp(y)) < m < n, y para toda
sucesion creciente (g, ..., 7,,) de m + 1 nimeros menores o iguales que n.

Caso disyuncién. Supongamos que 1(z) es de la forma v(z) V7(Z). Si A |=; 1(a), enton-
ces A =7 v(a) o A l=; 7(a). Por induccion, (A, ..., A Er v(@) o (Ai, ..., Ai) Er
7(a). Luego (A, ..., Ai,,) Er ¥(a) para toda m tal que dp(y)) < m < n, y para toda
sucesion creciente (i, ..., i) de m + 1 nimeros menores o iguales que n.

Caso implicacién. Supongamos que ¥ (z) es de la forma (z) — 7(z). Si A |=; ¥(a),
entonces, por definicién, para toda m tal que dp(v)) < m < n, y para toda su-
cesion creciente (ig, ..., %,) de m + 1 nimeros menores o iguales que n, se cumple
que, si (A, ..., Ai,.) =1 v(a) entonces (A, ..., Ai,.) =1 7(a). Por esa misma razon,
(A, ..y Aiy) Er ¥(a) para toda m tal que dp(¢) < m < n, y para toda sucesion
creciente (g, ..., %,,) de m + 1 niimeros menores o iguales que n.

Caso negacién. Supongamos que ¥(z) es de la forma —v(z). Si A k=, 1(a), por definicion,
para toda m tal que dp(¢)) < m < n,y para toda sucesion creciente (i, ..., iy,) de m+1
nimeros menores o iguales que n, se cumple que (A;,, ..., A;,,) 1 v(a). Por esa misma
razon, (A;,, ..., A;,.) FEr ¥(a) para toda m tal que dp(¢)) < m < n, y para toda sucesion
creciente (ig, ..., i,,) de m + 1 nmeros menores o iguales que n.

Caso existencial. Supongamos que ¥ (z) es de la forma Jy~(y,z). Como A =1 Y(a)
entonces, por definicion, existe b € A; tal que A* =1 v(b,a). Sea m tal que dp(y) <
m < n,y sea (ig,...,i,) una sucesion de m + 1 nimeros menores o iguales que n.
Notemos que (A, ..., A;,,) 1 ¥(a) ya que por induccion (A, ..., A;,.) =1 v(b,a). Por
lo tanto, (A, ..., 4, ) =1 ¥(a) para toda m tal que dp(¢)) < m < n, y para toda
sucesion creciente (i, ..., i) de m 4+ 1 nimeros menores o iguales que n.
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Caso universal. Supongamos que #(Z) es de la forma Yy ~(y, ). Como A k= (@), por
definicion, dado k > dp(vy) tal que n — k > 0, y dado b € A, se cumple que
Al=Fnl = 4(b,a). Por induccién, para toda m tal que dp(y) < m < k se cumple que

(Aiyy ..., Ai) E1 (b, a) para toda sucesion de m + 1 nameros en [n — k,n].  (2-6)

Sea m € N tal que dp(v)) < m < n, y sea (i, ..., i,,) una sucesion creciente de m + 1
nimeros menores o iguales que n. Sea k € N tal que k > dp(y) y m—k >0, y sea b €
A; .. Veamos que (A; ., ..., A ) Er v(b,a) para comprobar que (A;,, ..., A:.) Fr1
¥ (a). Notemos que existe k> dp(v) tal que i, = n — k, entonces, por dado
que dp(vy) < k < k' se tiene que (A; ..., A;,) =1 v(b,a). Por la definicion del caso
universal, (A;,, ..., 4:,,) FEr ¥(a) para toda m tal que dp(¢)) < m < n, y para toda
sucesion creciente (i, ..., i) de m 4+ 1 nimeros menores o iguales que n.

]

Dado que la nocién de cumplimiento en subsucesiones involucra todas las subsucesiones de

niameros entre 1 y n de un (£, n)-modelo, ahora las cotas del lema del modelo finito dependen
del n.

Lema 2.4.6 (Lema débil del modelo finito). Sean ¢ una L-sentencia y A un (£, n)-modelo
tal que A =1 ¢. Entonces eziste un (£, n)-modelo B que cumple ¢ en subsucesiones tal que

|Bo| < |£] [Bisa| < 2°|6[(IL]|Bil* + [o]|B;| @)
donde k es el mdzimo de las aridades de los simbolos de funcion.

Demostracion. La construccion se va a realizar por induccion. Para empezar consideremos
como
By := {c¢™ | ¢ es simbolo de constante}

Sea i < n fijo. Supongamos que B; ya esta definido y B; C A;. Primero vamos a clausurar
por simbolos de funcién y por términos que aparecen en ¢.

B = B;U{f4+1(b)| f es simbolo de funcion y b C B;} U {tA+1(b) |t es ¢-término y b C B;}

Ahora vamos a clausurar por existenciales y universales. Consideremos los siguientes con-
juntos de formulas

Subs(¢) = {Iyv(y,z) |y (y, T) es subformula de ¢ }
Suby(¢) := {VMy(y,z) | Yy (y, T) es subformula de ¢ }

Para cada Jyi(y,z) € Subs(¢), para todo a C B y para toda j = (71, -y Jm) sSucesion
creciente de naturales en el intervalo (i + 1, n], escogemos

Vi) € 10 € At [ (A Ajys s Ay, 1 (b))
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si tal elemento existe, de lo contrario definimos b’ = ¢ donde ¢ puede ser cualquier

yi)(y,a)
constante. Por otro lado, por cada Yy (y,z) € Suby(¢), para todo a C B} y para toda

J = {j1, .., jm) sucesion creciente de naturales en el intervalo (i + 1, n|, escogemos

[

vy (y,

o) € {0 € Aisr [ (Air, Ajys - Ay (0,a)}

si tal elemento existe, de lo contrario definimos b@y Wa) = ¢ donde ¢ puede ser cualquier
constante. Por ultimo, recolectamos todos los anteriores elementos:

Bui =BU | {3005, 2) € Subs()}U | {8,400 | Y5y, 2) € Suby(6)}

aCB; aCB;
FC(i+1,n] 7C(i+1,n]

Dado que clausuramos por simbolos de funcién y por ¢-términos, la sucesion B= (Bo, ..., By)
es un (£,n)-modelo. Por construccion |By| < |L£|. Para acotar la cardinalidad de los otros
conjuntos vamos a usar que, como ¢ es sentencia, la longitud de las tuplas con las que
trabajamos no superan dp(¢); por lo tanto:

Bl < [Bfl+ DY BIPD+ Y (B|PY
27 Subs(¢) 27 Suby (¢)
= |B}| + 2"dp(¢)|B}| ")
< 2|¢||B;|*?)

Por otro lado, dado que k es el maximo de las aridades de los simbolos de funcion, se tiene
que:

1B < [Bil + ) IBil* + ) 1B
feL tep

< |L||B;|* + ‘¢||Bi’dp(¢)

En conclusion

[Bisi| < 2" [0[(ICNBi* + []1B;| @) ¥

Por ultimo, demostremos que para toda subféormula 6(Z) de ¢, para toda sucesion creciente
de naturales (g, ..., i,,) tal que dp(f) < m < n, y para todo b C B;, se cumple que:

<Ai07 "'7Aim> ):[ 9(6) < <Bi0, ...,Bz‘m> ’:] ‘9((_)) (2—7)

Caso atémico. Supongamos que 0(Z) es una formula atomica. Sea (ig, ..., i,,) una sucesion
creciente de naturales tal que dp(f) < m < n, y sea b C B;,. Entonces:

<.AZ'0,...,A,‘m> IZ[ 9(1_)) <~ Ail ):[ G(b)
= By, 1 0(b)
s (By,..B.) = 0(0)

(B;, es subestructura de A;,)
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Caso conjuncién. Supongamos que 6(Z) es de la forma ¥ (z) A (). Sea (ig, ..., i) una
sucesion creciente de naturales tal que dp(f) < m < n, y sea b C B;,. Entonces:

<Ai07---a¢4im> ):] 9(6) < <Ai07---7Aim> |:] ZZJQ) < 207---7Aim> ):] ’7(6)

<~ (Bi,...B;,) Erv®)y (Bi,....B:,,) Er v(b)  (Induccion)
— (Bi,....B:,) =1 0(b)

Caso disyuncién. Supongamos que 0(Z) es de la forma ¢ (z) V v(Z). Sea (ig, ..., i) una
sucesion creciente de naturales tal que dp(f) < m < n, y sea b C B;,. Entonces:

<Ai07”'7"4im> ):I 8@) — <Ai0"" Zm> |:1 ¢(_) 0 < Zov"'7-’4im> ):I ’7(6)

<~ (By,...,B;,,) Erv(b) o (Biy,....B:.,) Erv(b)  (Induccion)
<~ (Bi,..,B:,,) =r0(b)

Caso implicacién. Supongamos que 6(z) es de la forma ¢ (z) — v(z). Sea (ig, ..., i;,) una
sucesion creciente de naturales tal que dp(f) < m < n, y sea b C B;,. Entonces:

(Aig, -, A ) Er 0(b) <= Si (Aij s A i ,> = (_) entonces <A-0,...,A¢jm/) =7 v(b)

= Si (B, B, ,> =1 ¥(b) entonces (B;, ,.... B, ) 1 v(b)
— <Bi0a"'76im> ):I ()

Donde la primera y segunda implicaciéon hace referencia a toda sucesion creciente
(Jo, ---jm’) de naturales tal que dp(d) < m’ < m. La segunda implicacion es conse-
cuencia de la induccion.

Caso negacidn. Supongamos que 0(Z) es de la forma —)(Z). Sea (i, ..., i,;,) una sucesion
creciente de naturales tal que dp() < m < n, y sea b C B;,. Entonces:

<./4i0,...,./4im> ):[ 9(6) < <Aij0 . i] /> b’é[ (_)
— (B, B;, ) (D)
— <Bi07”' 'Lm> ):I ( )

Donde la primera y segunda implicaciéon hace referencia a toda sucesion creciente
(Jo, ---jms) de naturales tal que dp(f) < m’ < m. La segunda implicacion es conse-
cuencia de la induccion.

Caso existencial. Supongamos que 6(z) es de la forma Jyi(y,x). Sea (ig,...,%,) una
sucesion creciente de naturales tal que dp(f) < m < n, y sea b C By,. Entonces:

=) Si (A, ..., A, ) Er Jy(y, b), por construccion existe d € B;, tal que (A, ..., A ) E=r
Y(d,b). Por induccion (B;,,...,B;.) Er ¥(d,b) y por lo tanto (B;,,....,B:,) E1
Y (y, b).
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<) Si (B, ..., Bi,,) =1 3y (y, b), por definicion existe d € B;, tal que (B;,, ..., Bi,) Er
¥(d,b). Por induccion (A;,, ..., A;,.) =1 ¥(d,b) y por lo tanto (Aj,, ..., Ai,) FE1
Fyi(y, b).

Caso universal. Supongamos que 6(Z) es de la forma Yy ¢ (y, z). Sea (ig, ..., i,,) una suce-
sion creciente de naturales tal que dp(f) < m < n, y sea b C By,. Entonces:

=) Si (Ai, ..., Ai,) 1 Yy (y,b) entonces para todo k > dp(v) tal que m — k > 0,
y para todo d € A; _, se cumple que (A; ., ..., A;.) 1 ¥(d,b); en particular
para todo d € B;, . se cumple que (A; ..., A ) 1 ¥(d,b). Por induccién,
(Bi _.,....,Bi,) =1 ¥(d,b) para todo k > dp(3)) tal que m — k > 0, y para todo
d e B; ,;porlotanto (By,....,B:.) Er Yy (y,b).

<) Si (A, ..., A, ) Fr Yyu(y, b) entonces existe k > dp(i)) tal que m—k > 0, y existe
de A, , tal que (A; ..., A ) 1 ¥(d,b). Como b C By, C B; _, ,, enton-
ces, por construccion, existe d’ € B, tal que (A; ., ..., A;.) ¥r ¢(d,b). Por
induccion (B; ..., Bi,.) Fer w(d',b) y por lo tanto (B, ..., Bi,) F1 Yy (y,b).

O
La siguiente definiciéon esta motivada por las cotas del lema [2.4.6]

Definicion 2.4.7. Sea ¢ una L-sentencia. Para todo n,i € N definimos recursivamente
Col(n,i,¢) de la siguiente manera:

Col(n,0,¢) = |L]
Col(n,i+ 1,¢) = 2"|¢|(|L|Col(i, 9)* + |p|Col(i, §)P(?))dr()

donde & es el maximo de las aridades de los simbolos de funcion.

Como en la secciéon vamos a ubicar los (£,n)-modelos que cumplen una L-formula ¢
en subsucesiones en un conjunto finito. El siguiente hecho es consecuencia de la definicién

2218

Hecho 2.4.8. Sean A Y B dos (L,n)-modelos tales que existe un isomorfismo g entre ellos.
Entonces para toda L-formula ¢(x) y para toda tupla a C Ay se cumple que A =1 ¢(a) siy
solo si B =1 ¢(g(a)).

Con el cumplimiento en subsucesiones tenemos una version mas débil del corolario [2.2.20]

Corolario 2.4.9. Sea ¢ una L-sentencia tal que existe un (L, n)-modelo A que la cumple en
subsucesiones. Entonces existe un (L, n)-modelo D que cumple ¢ en subsucesiones, tal que
el dominio de D; es un subconjunto del segmento [Col(n,i, )] para todo i < n. Decimos que
D es el I-colapso de A segun ¢.
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Demostracion. Por el lema existe un (£, n)-modelo B que cumple ¢ en subsucesiones,
tal que B; tiene tamano menor o igual que Col(n,i,®). Recursivamente, podemos dotar un
subconjunto D; de [Col(n,i,¢)] con la misma estructura de B; tal que D; Cy4 D;y1. Por el
hecho el (£,n)-modelo D cumple ¢ en subsucesiones.

m

Si imitamos la demostracion del teorema [2.2.2] para obtener un resultado similar, entonces
el nuevo arbol:

T = {.Aﬂ A es un (£, n)-modelo que cumple ¢ en subsucesiones tal que A; C [Col(n,1, qb)]}

no necesariamente es de ramificacion finita. Esto se debe a que un (£, n)-modelo A que
cumple ¢ en subsucesiones tal que A; C [Col(n,i,®)], puede estar en un nivel inferior del
n-ésimo, dado que si m < n entonces Col(m,i,¢) < Col(n,i,¢) para todo ¢ € N.

Desconocemos si existe una manera de conseguir una cadena de (£, n)-modelos
con la definiciéon No obstante, vamos a ver que si existe una cadena creciente de
(L, n)-modelos que cumplen una £-féormula ¢ en subsucesiones, entonces la L-estructura que
resulta de la unién satisface ¢. Este resultado lo conseguimos para el siguiente conjunto de
formulas.

Definicion 2.4.10. Vamos a definir el conjunto MP de la siguiente manera:
- Si g
= Si¢

T) es formula atomica entonces ¢(z) € MP.
(Z) € MP entonces —¢(z) € MP

» Si ¢(Z),1(x) € MP entonces ¢(z) V¢ (Z), p(Z) A (Z), p(Z) — (Z) € MP si y solo si
dp(¢) = dp(t)).

» Si ¢(y,z) € MP entonces Jyod(y, z), Vyo(y, &) € MP
Las L£-formulas que pertenecen al conjunto MP satisfacen la siguiente propiedad.

Lema 2.4.11. Sean ¢(z) € MP y A un (L, dp(¢) + 1)-modelo. Entonces existen dos L-
formulas ¢'(Z), pn(ZT) € MP tales que

1. La negacion sélo aparece en sus subférmulas atomicas.
2. dp(¢') = dp(¢n) = dp(9).

3. F(8(2) < ¢'(z)) A (=9(Z) < on(T)).

4. A=r6(a) siy solo si A =p ¢(a), para todo a C Ap.

5. Al —¢(a) siy slo si A= on(a), para todo a C A,.
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Demostracion. La prueba se hace por induccion.

Caso atémico. Si ¢(Z) es una férmula atomica entonces consideremos como ¢/(z) = ¢(z)
y on(Z) = =¢(z). Claramente esas formulas cumplen (1) — (3). Ademas, se tienen las
siguientes implicaciones.

A —¢@) < A o@  (Definicion

& AirlEon(a) (F20(@) < on(T))
& A ¢n(a)  (Definicion 2.4.4)

Es inmediato que ¢/(Z) cumple la condiciéon (4).

Caso conjuncién. Si¢(z) = (Z)Av(Z) entonces consideremos como ¢'(z) = ' (Z) A\ (Z)
y &n(Z) = ¥n(Z) V yn(Z). Por induccion esas formulas cumplen (1) — (3). Ademas, se
tienen las siguientes implicaciones.

AEr—¢@) < A o)
& AV () o A H(a)

A es un (£, dp(¢) + 1)-modelo)
D finicion

(

(
& Al (@) o fE =, —v(@) (Aesun (L, dp(qb) + 1)-modelo)
& Al ¢n(a) o Al=p yn(@)  (Hipotesis de induccion)
& Al on(a) (Definicion [2.

Es inmediato que ¢'(z) cumple la condicion (4).

Caso disyuncidn. Si ¢(z) = (&) V~y(Z) entonces consideremos como ¢'(z) = ¢/ (Z)Vy!(Z)
v on(Z) = YN (Z) A yn(Z). Por induccion esas formulas cumplen (1) — (3). Ademas, se
tienen las siguientes implicaciones.

Al —¢@) < AW o@a) A es un (£, dp(¢) + 1)-modelo)

(
& AW @y Afi@  (Definicion 249)
& A @y Ay (Aesun (L, dp(qs) 1)-modelo)
s A ErYn(a) y AlErynv(a)  (Hipotesis de induccion)
& Al on(a) (Definicion [2.4.4)

Es inmediato que ¢'(z) cumple la condicion (4).

Caso implicacién. Si ¢(z) = ¢(Z) — 7(Z) entonces consideremos como ¢'(z) = ¢'(z) —
(1) =) S

Y(z) y on(Z) = ¥'(Z) A yn(Z). Por induccion esas formulas cumplen
tienen las siguientes implicaciones.

Ak —¢a) < A oa) A es un (£, dp(¢) + 1)-modelo)

(
& Al @)y AW y(a) (D finicion

& AEry@) y A= ~y(@)  (Aesun (£, dp(gb) + 1)-modelo)
& Al y/@) y Al yv(a)  (Hipotesis de induccion)

& Al on(a) (Definicion [2.

Es inmediato que ¢'(Z) cumple la condiciéon (4).
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Caso negacidn. Si ¢(z) = —(Z) entonces consideremos como ¢'(z) = Py (Z) y on(T) =
Y'(z). Claramente esas formulas cumplen (1) — (3). Ademas, se tienen las siguientes

implicaciones.
A @) < AW éa) (A es un (£, dp(¢) + 1)-modelo)
& AW (@) (Definicion de ¢)
& A= ¢(a) (Definicion [2.4.4)
& Al ¢/(@  (Hipotesis de induccion)
& Ak ¢n(a)  (Definicion)

Por induccion ¢'(z) cumple las condicion (4).

Caso existencial. Si ¢(z) = Jy ¥ (y, T) entonces consideremos como ¢'(z) = Iy ' (y, =) y
on(T) = Vyyn(y, ). Por induccion esas formulas cumplen (1) — (3). Ademas, se tienen
las siguientes implicaciones.

A —o(a) A H gb(d) (A es un (L, dp(¢) + 1)-modelo)

Vb e Ay (A* A (b, a)) (Deﬁnlclon

Vb e Ay (A* =, —ab(b,a)) (A* es un es un (E dp(v)) + 1)-modelo)

Vb e Ay (A* =; Un(b,a)) (Hlpotesm de induccion)

A =1 Yy (y, a) (A es un (£, dp(¢) + 1)-modelo)

A on(a) (Definicion)

tes ot

Es inmediato que ¢'(Z) cumple la condicion (4).

Caso universal. Si ¢(z) = Yy (y, ) entonces consideremos como ¢'(z) = Yy ¢'(y,z) y
on(Z) = Fyn(y, ). Por induccion esas formulas cumplen (1) — (3). Ademas, se tienen
las siguientes implicaciones.

Al —~¢@) < AW ¢(a) (A es un (L, dp(¢) 1)-modelo)
& dbe Aj(A* (b, a)) (Deﬁn101on
< dbe A (A* =, —p(b,a)) (A* es un es un (£, dp(1) + 1)-modelo)
& Jbe A (A = wy(b,a))  (Hipotesis de induccion)
& Ak Iyn(y,a) (Definicion [2.4.4))
& A on(a) (Definicion)

Es inmediato que ¢'(Z) cumple la condicion (4).
[

El siguiente teorema muestra el resultado de completitud que, hasta el momento, se tiene
para la nocién de cumplimiento en subsucesiones.
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Teorema 2.4.12 (Teorema débil de completitud). (ZFC) Sea ¢ una L-formula tal que
¢ € MP. Sea {/fn}n>dp(¢) una sucesion creciente de (L£,n)-modelos tales que cumplan ¢ en

subsucesiones. Entonces M = U A; satisface ¢.
=0

Demostracion. Veamos por induccién que para toda L-formula ¢(Z) y para todo a C M, se
cumple que si existe una sucesion creciente de naturales {i, }nen tal que

(Aigs Aij s sy Aijdp(a,b)+1> =1 ¢(a) para toda sucesion creciente (j1, ..., Jap(y)+1)

entonces M = 1(a). Por el lema [2.4.11] vamos a realizar la prueba con ¢/(Z) y con y(Z)
ya que, como F 1'(Z) <> 1(Z), entonces M = ¢/(a) si y solo si M = (a).

Caso atémico. Supongamos que ¥ (Z) es una formula atomica. Si existe una sucesion
creciente de naturales {i,}nen tal que

(Aig, Aij s s Aijdp(1[;)+1> = ¥'(a) para toda sucesion creciente (ji, ..., Jap(y)+1)

entonces, en particular, A;, F; ¢/'(a). Como ¢'(Z) también es una formula atéomica,
se tiene que M = ¢/(a). Por otro lado, si existe una sucesion creciente de naturales

{in }nen tal que

(Aig, A,

iy e Ay <w>+1> =1 v (a) para toda sucesion creciente (ji, ..., Jap(w)+1)

entonces, en particular, A;, = ¥y(a). Como ¥y (Z) también es una formula atomica,

se tiene que M = ¥y(a).

Caso conjuncién. Supongamos que 1(Z) es de la forma (z) AT(Z). Si existe una sucesion
creciente de naturales {i,}nen tal que

(A, Aij s %d <w>+1> =1 ¢¥'(a) para toda sucesion creciente (ji, ..., Jap(y)+1)
entonces, para toda sucesion creciente (ji, ..., jap(p)+1) S€ cumple que
<AioaAij17"' i5, <¢)+1> ):If)/( ) <Ai0?Aij17" > ):IT( )

Por induccion, M = +/(a) y M = 7'(a), luego M = ¢/(a). Por otro lado, dado que

YN (Z) = yn(Z) V 7n(Z), el mismo argumento de la disyuncion demuestra el caso ¥y.

Zjd (¥)+1

Caso disyuncién. Supongamos que (%) es de la forma ~(z) vV 7(Z). Si existe una sucesion
creciente de naturales {i, }nen tal que

(Aig, Ai s sy Zjd w>+1> =1 ¢¥'(a) para toda sucesion creciente (ji, ..., Jap(y)+1)
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entonces, para toda sucesion creciente (ji, ..., jdp(¢)+1> se cumple que

<AiO7Aijl7 . zjd (w)+1> ):If}/( ) <Aio>¢4ij17 : zjd (le) ):I ( )

Vamos a definir una coloracion sobre los conjuntos de tamano dp(v) + 1 de {in}nen,
de la siguiente manera:

Flis o) = 4 3 o) P17
s e 1 Si <A107A7;j17 ° ZJd (w)+1> ):I T< )

Sin pérdida de generalidad, por Ramsey existe una sucesion creciente {i/, },en tal que

(A, Ai31 sy A ) =1 7'(a) para toda sucesion creciente (Ji, ..., jap(y)+1)

Jd p(h)+1

Por induccion, M = +/(a) y por lo tanto M = ¢'(a). Por otro lado, dado que ¢¥n(Z) =
YN (Z) A T (Z), el mismo argumento de la conjunciéon demuestra el caso ¥y.

Caso implicacién. Supongamos que (Z) es de la forma v(Z) — 7(Z). Si existe una
sucesion creciente de naturales {i, },en tal que

(Aiy, Ai

i r e Zﬂd <w>+1> =1 ¥'(a) para toda sucesion creciente (ji, ..., Jap(y)+1)

entonces, para toda sucesion creciente (ji, ..., jap(p)+1) S¢ cumple que

Si (A, A - ) =17/ (a) entonces (A, Aij ;.. A, <w>+1> = 7m'(a) (2-8)

it ”d (¥)+1

Supongamos que M = 4/(a). Vamos a definir una coloracioén sobre los conjuntos de
tamanio dp(¢)) + 1 de {in }nen, de la siguiente manera:

f(i; i ) = 0 s <Ai07Aij17” Ai]d(me:IVN()
o) SV (A ) 1 (@)

Por Ramsey, y dado que M |= +/(a), existe una sucesion creciente {i, },en tal que

(A, Air e Ast ) =1 7'(a) para toda sucesion creciente (i, ..., Jap(y)+1)

Yia p()+1

Luego, por [2-8| se tiene que

(A, ’Ai?l’ o Ai}dp<w>+1> =1 7'(a) para toda sucesion creciente (Ji, ..., Jap(p)+1)

Por lo tanto, por induccion, M |= 7(a). En conclusion M = +/(a) — 7'(a). Por otro
lado, dado que ¥y (Z) = 7/ (Z) ATn(Z), €l mismo argumento de la conjuncion demuestra
el caso ¥y.

Caso negacidn. Supongamos que ¢ (Z) es de la forma —y(Z). Notemos que ¢/(Z) = yn(Z)
y ¥n(Z) = +'(Z), luego por induccion se tiene el resultado.



2.4 Propuestas para cambiar la nociéon de cumplimiento 29

Caso existencial. Supongamos que ¥ () es de la forma Jyy(y, ). Si existe una sucesion
creciente de naturales {i,}nen tal que

(Aigs Aij s - AZJd <w>+1> =1 ' (a) para toda sucesion creciente (Ji, ..., Jap(y)+1)

entonces, para toda sucesion creciente j = (jo, ..., Jap(w)+1) existe b; € A, tal que

<Ai17-/4ij2 .. ’L]d (UJ)+1> ):I 7( )

Como A;, es finito, existe b € A;, y una sucesion creciente {i/, },,>2 tal que

(Aip, Ay .oy Ay ) =1 7'(b,a) para toda sucesion creciente (Ja, ..., Jap(w)+1)

“lap(v)+1

Por induccion M = +/(b,a), por lo tanto M = Jy7/'(y,a). Por otro lado, dado que
Uy (z) = Yyyn(y, ), el mismo argumento del caso universal demuestra el caso ¥y.

Caso universal. Supongamos que ¥(z) es de la forma Vyy(y,Z) y existe una sucesion
creciente de naturales {i,}nen tal que

(Aigs Aij s - %d <w)+1> =r ¢’ (a) para toda sucesion creciente (i, ..., Jap(y)+1)

Sea b € M. Existe i, > iy tal que b € A; . Consideremos la sucesion {i} }ren =
{in+k }nen. Notemos que para toda sucesion creciente j = (ja, ..., jap(y)+1) Se cumple lo
siguiente.

(A Ay o An ) o/ (b.a)

Jdp(w)+1
Por induccion M = +/(b,a). Como b era arbitrario, se cumple que M = Vyvy/'(y,a).
Por otro lado, dado que ¥x(Z) = Jyyn(y, T), el mismo argumento del caso existencial
demuestra el caso ¥y.

Volviendo al teorema, dado que todos los (£, n)-modelos cumplen ¢ en subsucesiones, por
las proposicion se tiene que

<A07 A ’

igy 2o ijdp(¢)+1> =1 ¢ para toda sucesion creciente (ji, ..., Jap(e)+1)

Por el resultado anterior obtenemos que M = ¢.
O

Sospechamos que el teorema vale para todas las L-féormulas y no sélo para las del
conjunto MP. Pensamos que para toda L-formula ¢(Z) existe una ¢ (z) € MP tal que
- (%) < ¢u(Z) y, para todo (£,n)-modelo A, si A |=; ¢(a) entonces A =; ¢ar(a).

El principal problema radica en que, dado que la demostracion del teorema usa el teo-
rema de Ramsey, entonces no se puede bajar directamente a ACAOE[ De hecho, si denotamos
como DC(k) la afirmacion:

2ACAj solo demuestra el teorema de Ramsey para nimeros estandar. Ver lema 111.7.4 de [13].
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Sea (Z) una L-formula tal que v € MP y dp(¢) = k. Sea a C M. Si existe una sucesion
creciente de naturales {i, }nen tal que

) =1 ¥(a) para toda sucesion creciente (ji, ..., Jap(y)+1)

<Ai07 Aijl PRRRY Aijdp(w)-',—l
entonces M = ¥(a).
la demostracion del teorema [2.4.12| implica que

ACAy + DC(k) — DC(k+1)

Sin embargo, como DC(k) tiene un cuantificador de segundo orden, no lo podemos generalizar
para todo k, pues en ACA induccion solo se aplica a féormulas de primer orden.

En conclusién, todavia desconocemos si se puede usar la definiciéon [2.4.4] en la
prueba de Shelah de Paris-Harrington.



3 Relacién con forcing

A medida que ibamos estudiando los conceptos de (£, n)-modelo y cumplimiento en el capi-
tulo 2, nos dimos cuenta que tienen cierta similitud con los modelos de Kripke y la nocién
de forcing. En este capitulo vamos a estudiar si realmente esas nociones tienen una relacion.
Dada la variedad de forcings que existen, hemos decidido restringir nuestra comparacion a
dos: el forcing de Kripke y el forcing débil; sobre todo porque las légicas internas de estos
son la logica intuicionista y la logica clasica de primer orden, respectivamente. Asi, también
podemos medir qué tan cercana es la nocién de cumplimiento de estas logicas.

Para empezar, vamos a repasar en las secciones y los temas de semantica de Kripke
y forcing débil. Presentamos, ademas de la parte matematica, las motivaciones originales de
cada concepto; motivos que después usaremos como argumentos en la seccion En ésta
se encuentra, a modo de ensayo, los resultados de nuestra investigacion.

3.1. Semantica de Kripke

Primero que todo vamos a recordar la semantica de Kripke. Para nuestros propositos vamos
a presentar dos definiciones: la primera es la version original, que aparece en la mayoria de los
textos, la cual trabaja puramente con la sintaxis; y la segunda es una version mas moderna
que ya trabaja con estructuras clasicas de primer orden. Para distinguirlas llamamos a la
primera sistema de Kripke y a la segunda modelo de Kripke. Aunque realmente las dos
nociones son equivalentes (a partir de un sistema puedo construir un modelo, y viceversa),
sus presentaciones tienen caracteristicas particulares que nos ayudaran a la comparacion con
los (£, n)-modelos.

Tradicionalmente, al trabajar con la semantica de Kripke, no se considera el simbolo de la
igualdad dentro del lenguaje; por lo tanto, sélo se manejan simbolos de relacion y constantes.
No obstante, como nuestra objetivo es comparar esta nocion con los (£, n)-modelos, vamos
a presentar la nocion de seméantica de Kripke usando el lenguaje clésico de prime orden. Las
siguientes definiciones y teoremas son sacados de [§].

Definicion 3.1.1. Sea £ un lenguaje de primer orden. Un L-sistema de Kripke es una
tupla A = (P, <, T, A) donde:
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» (P, <) es un orden parcial y se denomina el marco de A. Los elementos de P se conocen
como nodos.

» 7" es una funciéon que a cada nodo o € P le asigna un conjunto de L-términos cerrados
T(«):
T:P — P(Term(L))
a T(c)

Ademés, se cumple que si o < [ entonces T'(a)) C T'(5).

= A es una funciéon que a cada nodo a € P le asigna un conjunto de £-férmulas atomicas
cerradas A(a):
P(Atom(L))
A(a)

tal que para toda formula ¢ € A(a), todo ¢-término esta en T'(«). Ademas, si o < 3
entonces A(a) C A(B).

A: P —
o

Graficamente, como en la figura[3-1] los nodos los representamos como circulos; los términos
de cada nodo los colocamos dentro de cada circulo y las formulas atéomicas encima de ellos.

0<1
1 <1+1

Figura 3-1: Un Lp4-Sistema de Kripke.

También se puede representar la informaciéon que tiene un nodo a por medio de una L-

estructura parcial que satisface tnicamente las formulas A(«). Esto se conoce como modelo
de Kripke.

Definicion 3.1.2. Sea £ un lenguaje de primer orden. Un £-modelo de Kripke es una
tupla A = (P, <, {A,}acp) donde:

» (P, <) es un orden parcial y se denomina el marco de A. Los elementos de P se conocen
como nodos.



3.1 Seméantica de Kripke 33

» A cada nodo a € P se le asigna una L-estructura parcial A,,.

» Para todo a, f € P tales que a < 8 entonces A, CT Az, que significa que 4, C Ag,
FA« C P4 y RA« C RA8 para todo simbolo de funcién F y para todo simbolo de
relacion R.

Definicion 3.1.3. Sean £ un lenguaje de primer orden y A una L-estructura parcial. De-

notamos £(.A) al lenguaje que consiste en agregar nuevas constantes, una por cada elemento
de A, a L.

Las nociones de sistema de Kripke y modelo de Kripke son equivalentes de la siguiente forma.

Hecho 3.1.4. Sea L un lenguaje de primer orden. Dado un L-modelo de Kripke A = (P, <
 {Actacp) exziste un L(,cp Aa)-sistema de Kripke A = (P, <, T, A) tal que para todo
a € P se cumple que

aeP

Ala) ={¢] ¢ es L (U Aa> -atomica cerrada y A, = ¢}

Por otro lado, dado un L-sistema de Kripke A= (P, <, T, A) existe un L-modelo de Kripke
A= (P, <, {As}acp) tal que para todo o € P se cumple que

Ay = {t4 |t e T(a)}

Una de las maneras de estudiar la veracidad de la informaciéon que contiene un modelo de
Kripke (o un sistema de kripke) es por medio de la nocién de forcing.

Definicion 3.1.5. Sean £ un lenguaje de primer ordeny A = (P, <, { A }aer) un L-modelo
de Kripke. Sean o € P y ¢(Z) una L-féormula. Sea a una tupla de elementos de A, de la
misma longitud de . Decimos que « fuerza ¢(a) —lo denotamos « I+ ¢(a)— si:

Caso atémico. Si ¢(Z) es una formula atomica, entonces a l- ¢(a) si y solo si A, = ¢(a).

Caso conjuncién. Si ¢(Z) es de la forma ¢ (Z) AT(Z), entonces « IF ¢(a) siy solo si a I- ¢ (a)
y alF 7(a).

Caso disyuncién. Si ¢(7) es de la forma ¢(z)V 7(Z), entonces a I+ ¢(a) siy soélo si a I- ¢ (a)
oalkT(a).

Caso negacién. Si ¢(z) es de la forma —)(Z), entonces «a I+ ¢(a) si y solo si para todo
f > « se cumple que S I} ¥(a).

Caso implicacién. Si ¢(Z) es de la forma ¢ (z) — 7(Z), entonces « IF ¢(a) si y solo si para
todo § > « se cumple que, 5 IF ¢ (a) implica g I+ 7(a).
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Caso existencial. Si ¢(z) es de la forma Jyi(Z,y), entonces a I- ¢(a) si y solo si existe
b e A, tal que aIF ¢ (a,b).

Caso universal. Si ¢(Z) es de la forma Yyi)(Z,y), entonces « I ¢(a) si y sélo si para todo
B > ay para todo b € Az se cumple que S I (a, b).

Vamos a explicar la definicion [3.1.5] Intuitivamente, « IF ¢ significa que en todo instante
£ > « la formula ¢ es considerada como verdadera. Matematicamente, lo anterior se expresa
en el siguiente hecho.

Hecho 3.1.6. Sea A = (P, <, {As}acr) un L-modelo de Kripke. Sean o € P y ¢ una
L-formula. Se cumple que, si al- ¢ entonces B I+ ¢ para todo 5 > .

Los casos de la negacion, la implicacion y el universal de la definicion estan disenados
para que se pueda demostrar el hecho Vamos a usar la siguiente notaciéon cuando todos
los nodos de un modelo de Kripke fuerzan una férmula.

Definiciéon 3.1.7. Sea A = (P, <, {As}acr) un L-modelo de Kripke y ¢ una L-féormula.
Decimos que A fuerza a ¢ —lo denotamos como A I ¢— si para todo nodo o« € P se
cumple que « IF ¢.

Veamos un ejemplo que muestra que la nociéon de forcing de Kripke es distinta a la relacion
de satisfaccion clésica.

Ejemplo 3.1.8. Consideremos £ = (P, {¢;}5°,) un lenguaje de primer orden donde P es un
simbolo de predicado unario y {¢;}°, un conjunto contable de constantes. Sea A = (N, <,
{A:}ien) un L-modelo de Kripke tal que A; satisface que {7, ..., ¢} = P4 Entonces,
para todo ¢ € N, se cumple que

1 U% P(Ci+1) y 1+ 11F P(C/L'Jrl)
luego
7 U?é P(Ci—i-l) V _‘P(Cz‘—i—l)

por lo tanto

il Vx(P(z)V —P(x))
Como lo anterior se cumple para todo ¢ € N, entonces
i lF =V (P(z) V—P(x))
En conclusion
AlF =Vz(P(z) V —P(x))

El ejemplo muestra un modelo de Kripke que fuerza la negacion del tercio excluido;
axioma vital de la logica clésica. De hecho, la nociéon de modelo de Kripke se construyo,
originalmente, para dar una seméantica a la légica intuicionista. Para enunciar el teorema de
completitud, necesitamos las siguientes notaciones.
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Definicion 3.1.9. Sea ® un conjunto de L-férmulas y v una L£-féormula.

» Denotamos como ® F; « si existe una deduccion intuicionista (ver [8], capitulo 9,
seccion b) de 7 a partir de ®.

= Denotamos como @ I« si, para todo modelo de Kripke A = (P, <, {A4}acr) y todo
nodo a € F), si a I- ® entonces « IF 7.

Teorema 3.1.10 (Teorema de completitud para la nocion de forcing). Sea ® un conjunto
de L-formulas y ¢ una L-formula. Se cumple que

Do sty solosi PIF@
Decimos que la légica interna del forcing[3.1.5 es la logica intuicionista.
Demostracion. Ver [§], capitulo 9, seccion 10. ]

Ejemplo 3.1.11. Veamos que la logica intuicionista, en general, no cumple el tercio excluido.
Consideremos como £ = (P, {¢;}°,) un lenguaje de primer orden donde P es un simbolo de
predicado unario y {¢;}$2, un conjunto contable de constantes. Si F; V(P (z) V = P(z)), por
el teorema de completitud se tendria que I+ Vo (P(z) V =P (z)); sin embargo, el modelo A
del ejemplo satisface que A IF =V (P(x) V =P(z)). Por lo tanto t/; Vo (P(x) V ~P(x)).

Para maés informacion de la seméntica de Kripke de la logica intuicionista ver [8] y [9].

3.2. Forcing débil

Ahora vamos a ver una version del forcing cuya logica interna es la logica de primer orden.
Podemos llegar a esta nocién por medio de la traduccion de Godel-Gentzen.

Definicion 3.2.1. Sea £ un lenguaje de primer orden y sea ¢(z) una L-féormula. La traduc-
cion de Godel-Gentzen de ¢(Z), que denotamos como ¢V (z), se define inductivamente de la
siguiente manera:

Caso atémico. Si ¢(Z) es atémica, entonces definimos ¢ (Z) como ——¢(T).

Caso conjuncién. Si ¢(z) es de la forma (Z) A v(Z), entonces definimos ¢~ (Z) como
PN(E) AN ().

Caso disyuncién. Si ¢(Z) es de la forma (%) V v(Z), entonces definimos ¢ (Z) como
~(=pN (@) A =N (2)).

Caso implicacién. Si ¢(7) es de la forma ¢ () — ~(Z), entonces definimos ¢™(Z) como
PN (@) = N (2).
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Caso negacién. Si ¢(7) es de la forma —)(Z), entonces definimos ¢ (z) como -V (Z).
Caso universal. Si ¢(7) es de la forma Vyi)(y, Z), entonces definimos ¢~ (Z) como Vyi™ (y, 7).
Caso existencial. Si ¢(7) es de la forma Jyi)(y, Z), entonces definimos ¢ () como ~Vy—p™ (y, 7).

La traduccién de Godel-Gentzen sirve para sumergir sintacticamente la logica clasica dentro
de la logica intuicionista como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Sea L un lenguaje de primer orden. Sea ® un conjunto de L-formulas y ¢
una L-formula. Se cumple que

P+ ¢ siy solo si D ;oY
Demostracion. Ver [§], capitulo 9, seccion 11. ]

Asi mismo, también podemos sumergir semanticamente la ldgica clésica dentro de la logica
intuicionista, dando origen a una nocién de forcing para la logica clasica.

Definicion 3.2.3. Sea £ un lenguaje de primer orden. Sea A = (P, <, {As}acr) un L-
modelo de Kripke. Sea ¢ una £-férmula. Decimos que A fuerza débilmente ¢ si A I- ¢*.
Denotamos la relacién anterior como A IF¢ ¢.

Para saber exactamente como trabaja el forcing débil vamos a desenvolver su significado en
cada una de las formulas. Sea A = (P, <, {As}acr) un L-modelo de Kripke. Sean o« € P
y ¢(z) una L-formula. Sea a una tupla de elementos de A, de la misma longitud de z. De
manera inductiva a lFo ¢(a) si:

Caso atémico. Si ¢(Z) es una formula atomica, entonces a lF¢ ¢(a) si y solo si para todo
£ > « existe v >  tal que A, = ¢(a).

Caso conjuncién. Si ¢(Z) es de la forma (Z) A 7(Z), entonces a IF¢ ¢(a) si y solo si
alFe(a) y alke (a).

Caso disyuncion. Si ¢(z) es de la forma ¢ (z) V 7(Z), entonces « IF¢ ¢(a) si y solo si para
todo 8 > « existe v > f tal que v IF¢ (a) o v k¢ 7(a).

Caso negacion. Si ¢(7) es de la forma —)(Z), entonces a IF¢ ¢(a) si y solo si para todo
B > « se cumple que S o ¥(a).

Caso implicacién. Si ¢(z) es de la forma ¢(z) — 7(Z), entonces « I-¢ ¢(a) si y solo si para
todo 8 > « se cumple que, (¢ ¥ (a) implica 5 k¢ 7(a).

Caso existencial. Si ¢(z) es de la forma Jyy(Z,y), entonces a Ik ¢(a) si y solo si para
todo > « existe 7 > (3 tal que existe b € A, que cumple que v IF¢ ¢(a,b).
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Caso universal. Si ¢(Z) es de la forma Yy (z,y), entonces « IF¢ ¢(a) si y solo si para todo
B > ay para todo b € Az se cumple que S IF¢ ¢(a,b).

Como se puede apreciar, “IF” debilita las condiciones de “IF” en los casos de férmulas
atoémicas, disyuntivas y existenciales: en vez de verificar en el mismo nodo, se pide que
eventualmente la informacion sea verdadera. Increiblemente, solo este cambio hace que la
logica interna de la nocion de forcing débil sea la logica clasica.

Teorema 3.2.4 (Teorema de Completitud para la nocion de forcing débil). Sea £ un lenguaje
de primer orden. Sea ® un conjunto de L-formulas y ¢ una L-formula. Se cumple que

OF ¢ siysolosi oo

Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata de teoremas anteriores.

bl —= OV ;N (Teorema [3.2.2))
— OV |k oV (Teorema [3.1.10)
— Plkc ¢ (Definicion [3.2.3))

Una importante consecuencia del teorema lo ilustra la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.5 (Genericidad). Sea A = (P, <, {Aa}aer) un L-modelo de Kripke. Sean
¢ una L-formula y p € P. Se cumple que

plFe @ sty solo si para todo q > p existe r > q tal que v lF¢ ¢

Demostracion. Dado que = ——¢ <> ¢, por el teorema se tiene que lF¢ =@ < ¢.
Luego para todo p € P se cumple que p IF¢ ¢ siy solo si p IFo =—¢. Notemos que p IFo =—¢
si y solo si para todo ¢ > p existe r > ¢ tal que r IF¢ ¢.

O

La proposicion [3.2.5 muestra que, a diferencia de la proposicion [3.1.6] el forcing débil verifica
la informacién eventualmente para poderla declarar verdadera. Curiosamente esto viene de
la doble negacion; cosa que no ocurre en la logica intuicionista. Recomendamos leer [12]
donde se encuentra una interesante discusion sobre varias versiones del forcing.

3.3. Forcing versus cumplimiento

Las nociones de modelo de Kripke y forcing, presentadas en la seccion [.1] y las nociones
de (£,n)-modelo y cumplimiento, desarrolladas en la seccion , tienen cierto parecido que
nos hacen pensar que pueden estar relacionadas de alguna manera. En esta secciéon vamos
a estudiar si realmente existe esa relacion. Para empezar, el siguiente hecho nos dice como
estan conectados los (£, n)-modelos y los modelos de Kripke.



38 3 Relacion con forcing

Hecho 3.3.1. Sea L un lenguaje de primer orden. Si A= (A, ..., A,) es un (L,n)-modelo,

-

entonces la tupla ([0,n], <, A) es un modelo de Kripke.

Observaciéon 3.3.2. Segtn el contexto vamos a interpretar A como un (£,n)-modelo o
como un modelo de Kripke. En el ultimo caso, vamos a denotar como A; al nodo 1.

En pocas palabras, el hecho nos dice que todo (£, n)-modelo es un £-modelo de Kripke
finito con orden lineal. Sin embargo, el reciproco no es cierto dado que los nodos de los
L-modelos de Kripke no necesariamente se clausuran bajo simbolos de funciéon. De hecho,
no tienen ninguna condicién estructural; sélo se pide que la informaciéon se acumule de un
nodo al siguiente. Como se menciona en [I0], los £-modelos de Kripke son modelos del
conocimiento ya que representan la manera de como éste se da: a partir de una sucesion
de acontecimientos. Esto permite que, segin la relaciéon de satisfaccion que se defina, se
puedan usar los £-modelos de Kripke como la seméntica de varias logicas. Ya los vimos en
las secciones y como modelos de la logica intuicionista y la logica de primer orden.
Por esa versatilidad, los (£, n)-modelos también son £-modelos de Kripke; no obstante, por
las condiciones de clausura ya tienen una interpretaciéon mas concreta: aproximaciones de
estructuras de primer orden.

Notemos que el hecho implica que el forcing es una relacion de satisfaccion para los
(L, n)-modelos. Veamos si tiene alguna relacion con la nocién de cumplimiento. Recordemos
que éste comprueba la veracidad de una féormula en los nodos donde se puedan calcular sus
términos. El forcing la comprueba en todos. Por lo anterior, se tiene que cumplimiento no
implica forcing. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.3.3. Consideremos como £ = (P) un lenguaje de primer orden con un simbolo
de predicado unario. Sea A = (Ay, Ay, As) el (£,2)-modelo tal que

AO = {Ct} Al = A2 = {Ct,ﬁ}
PAo — () pPA — pA2 — {5}

La figura muestra el (£, 2)-modelo A como una estructura de Kripke.

P(B) P(B)

Figura 3-2: Estructura de Kripke del (£, 2)-modelo A

Dado que Ay I P(«) entonces Ay I JzP(z) y por lo tanto
AW 3zP(x)

Por otro lado, dado que 8 € Ay y Ay = P(f) entonces
A= JaP(z)
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El ejemplo [3.3.3] muestra lo exigente que es el forcing al pedir los testigos en el mismos
nodo; en cambio, el cumplimiento espera hasta el nodo siguiente. Incluso, en el contexto
proposicional ocurre lo mismo, como lo muestra el ejemplo [3.3.4

Ejemplo 3.3.4. Sea B = (Boy, By) el (Lpa,1)-modelo tal que
By ={0,1,2} B, ={0,1,2,3,4,5}
Vamos a enfocarnos en la formula atémica 0(z) : v +1 =1+ 1+ 1. La figura muestra

el (Lpa,1)-modelo B como una estructura de Kripke.

241=1+1+1

Figura 3-3: Estructura de Kripke del (£p4, 1)-modelo B

Notemos que By If 24+ 1 =1+ 1+ 1, por lo tanto B F 2+ 1 =1+1+ 1. Sin embargo,
dado que By =2+ 1 =141+ 1 entonces B =241 =1+ 1+ 1. El ejemplo [3.3.4) ilustra
lo mencionabamos hace poco: B no fuerza 2+ 1 =1+ 1+ 1 dado que no todos los nodos
consideran que esa féormula es verdadera; en cambio, B si cumple 2+ 1 =1+ 1+ 1 porque
es verdadera en los nodos donde ya se pueden calcular sus términos.

Con respecto al reciproco, veamos que forcing implica cumplimiento.

Proposicién 3.3.5. Sea £ un lenguaje de primer orden. Sea A = (Ag, ..., Ay) un (L,n)-
modelo y ¢(z) una L-férmula en forma normal prenexa. Para todo a C Ay se cumple que

Si AIF ¢(a) entonces A l= ¢(a)
Demostracion. La demostracion se hace por induccion en formulas.

Caso sin cuantificadores. Sea ¢(z) una formula sin cuantificadores. Si A I ¢(a@) por de-
finicion Ay = ¢(a). Como ¢(Z) no tiene cuantificadores entonces A; = ¢(a). Por el
hecho [2.2.12 se cumple que A |= ¢(a).

Caso existencial. Sea ¢(z) una formula de la forma Iy (z, y). Si A I ¢(a), entonces existe
c € Ay tal que Ay I (a, c). Por el hecho [3.1.6] se cumple que A; I ¢(a, ¢) para todo
i € {0,...,n}, por lo tanto Al- Y(a, c). Por hipotesis de induccion, A = v(a,c). Por la
proposicion se tiene que A* = ¢(a, c), luego A E o(a).

Caso universal. Sea ¢ una férmula de la forma Yy (z,y). Si Al- ¢(a), entonces para todo
i € {0,...,n}, para todo ¢ € A; y para todo j > i se cumple que A; I~ ¢(a,c). Por
hipotesis de induccion, para todo k > dp()) tal que n — k > 0, y para todo ¢ € A, _x
se cumple que A"*7 = 4)(a, c). En conclusién A = ¢(a).
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]

Dado que el cumplimento solo esta definido para formulas normales prenexas, la proposicion
no se puede extender para todo el conjunto de £-férmulas. Ya que estamos trabajando
con logicas no clésicas, no es cierto que toda formula es equivalente a una en forma normal
prenexa. El ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 3.3.6. Consideremos como £ = (P) un lenguaje de primer orden con un simbolo
de predicado unario. Sea A = (Ay, Ay, Az, As) el (£,3)-modelo tal que

AOIAlz{Oé} A2:A3:{Oé,ﬁ}
pA_ph—(  ph p— (g

La figura muestra el (£, 3)-modelo A como una estructura de Kripke.

Figura 3-4: Estructura de Kripke del (£, 3)-modelo A

Dado que Ajz IF P(f3), entonces A; I Ve—P(x) para todo i € {0,1,2,3}. Por lo tanto
Al —Va-P(z)
Ademas, como Ay If P(«) entonces Ay Iff JxP(z) y por lo tanto
AW 3zP(x)

Notemos que JzP(x) es la forma normal prenexa de —=Vz—P(x). Por otro lado, dado que
As [~ P(a) entonces
A JaP(z)

Incluso, dado que A% = Va—P(z), se tiene que
A ; ~Va—P(x)

Tal vez es posible extender la nocién de cumplimiento para todas las L-féormulas y obtener
una version méas general de la proposicion[3.3.5 Sin embargo, el ejemplo muestra que, en
general, forcing no implica cumplimiento en subsucesiones, que es, hasta el momento,
la nocién maés cercana al cumplimiento que trabaja con todas las L-formulas (ver seccion
2.4.2).

El hecho también implica que el forcing débil es una relaciéon de satisfaccion para
los (£,n)-modelos. Veamos qué relacion tiene con el cumplimiento. Recordemos que éste
empieza a verificar la validez de una féormula desde el nodo sucesor; el forcing débil espera,
incluso hasta el dltimo nodo. Esto crea situaciones en donde forcing débil no implica
cumplimiento.



3.3 Forcing versus cumplimiento 41

Ejemplo 3.3.7 (Continuaciéon ejemplo [3.3.6). Consideremos como £ = (P) un lenguaje
de primer orden con un sfmbolo de predicado unario. Sea A = (Ay, A1, Ay, As) el mismo
(L, 3)-modelo del ejemplo Ya vimos que

Al JaP(z)
Ademas, dado que § € Ay y Az = P(5) entonces
AV Va-P(x)

Notemos que la formula 32 P(z)V—3x P(z) tiene dos formas normales prenexas. Demostremos
que:

s A B JaVy(P(z) V —P(y)) : Dado que no existe un elemento en A; que esté en el
conjunto P; en cambio, ya en A ya hay elementos en P.

s A Vy3z(P(z)V-P(y)) : Ya que para todo a € A; existe a € A, (el mismo elemento)
tal que Az = P(a) V —P(a).

En cambio, dado que - J2Vy(P(z) V = P(y)), por el teorema obtenemos que
Alre vy (P(z) V —P(y))

Con respecto al reciproco, la proposicion muestra que cumplimiento implica forcing
débil en férmulas normales prenexas existenciales.

Proposicién 3.3.8. Sea £ un lenguaje de primer orden. Sea A = (Ag, ..., Ay) un (L,n)-
modelo y (&) una L-formula en forma normal prenezxa con solo cuantificadores existenciales.
Para todo a C Ay Se cumple que

A= ¢(a) = Alrc ¢(a)
Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre formulas.

Caso sin cuantificadores. Sea ¢(z) una formula sin cuantificadores. Si A |= ¢(a), entonces
por el hecho se tiene que A; = ¢(a). Es sencillo comprobar que A; I-¢ ¢(a). Por
monotonicidad A; IFo ¢(a) para todo i € {1,..,n}. Por la proposicion se cumple
que Ay IFe ¢(@) y por lo tanto A I-¢ o(a).

Caso existencial. Sea ¢(z) una formula de la forma Jyi(y, (7). Si A | é(a), entonces
existe b € A; tal que A* = (b, a). Por hipétesis de induccion A* k¢ (b, a), luego
A; ke (b,a) para todo i € {1,..,n}. Por la definicién del caso existencial, Ay IF¢
Jy(y, a), por lo tanto Al o(a).

[]
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La proposicion no alcanza a cubrir el caso universal ya que, segtn la profundidad de la
formula, el cumplimiento no escoge elementos de los ultimo nodos porque es muy probable
que ya sus operaciones no tengan sentido. El siguiente ejemplo ilustra lo descrito.

Ejemplo 3.3.9. Sea B = (By, By, By, Bs) el (Lpa,3)-modelo tal que

Bo=[1 Bi=1[2] By=1[4 Bs;=][16]
La figura representa el (L£p4, 3)-modelo B
0 1 2 4 16

BO B 1 932 qg3

Figura 3-5: (£,3)-modelo B

Notemos que B = Vxdy(r < y) ya que para todo b € B; existe ¢ € By tal que Bs = b < c.
En cambio B Fe Vae3y(z < y) ya que el nimero 16 € B3 no es acotado en B.

Nuestro propoésito original era ubicar el cumplimiento entre las nociones de forcing de Kripke
y forcing débil; sin embargo, el contraejemplo dana la relacion con la segunda. La gréfica
[3-6l resume nuestros resultados.

Férmulas normales Cumpllmzent() Férmulas nt.t:rmale.s FOT’CiTLg débll
prenexas > prenexas existenciales >

Figura 3-6: Implicaciones

Los reciprocos no se dan, incluso en férmulas atémicas. Con lo anterior, ya podemos ubicar
la l6gica interna de la nociéon de cumplimiento. Veamos primero qué significa.

Definiciéon 3.3.10. Sea ¢ una L-féormula en forma normal prenexa. Denotamos como oy, @
si para todo (¢, n)-modelo A conn > dp(¢) tal que todos los ¢-términos son -términos,
satisface que A E ¢. Al conjunto de formulas ¢ tales que oy ¢, lo denominamos como la
légica interna de la nocién de cumplimiento.

Ahora demostremos que la légica interna del cumplimiento esta entre la légica in-
tuicionista y la légica clasica.

Teorema 3.3.11. Sea ¢ una L-formula en forma normal prenezxa. Se cumple que

Si k1 ¢ entonces Foum ¢

Ademas,
St Foum @ entonces F ¢
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Demostracion. Supongamos que b ¢. Por el teorema|3.1.10|se tiene que todo (£, n)-modelo

A satisface que Al ¢. Luego, por la proposicion [3.3.5, obtenemos que A E ¢. Por lo tanto
I_Cum ¢

Ahora supongamos que Fgyum ¢. Sea M una L-estructura. Notemos que A, = (M, ..., M) es
un (¢, n)-modelo. Como ¢y, ¢, entonces A, cumple ¢ para todo n > dp(¢). Por el teorema
, se obtiene que M = ¢. Como M era una L-estructura arbitraria se concluye que
F ¢.

m

Ya con el resultado del teorema [3.3.11] seria interesante determinar la “posicion exacta” de
la 16gica interna del cumplimiento entre la logica intuicionista y la clasica. El ejemplo [3.3.7]
muestra que la logica interna del cumplimiento no es la clasica; sin embargo, todavia no
sabemos si ésta forma parte de la logica intuicionista. Nuestra intuicion nos dice que no.
Concretamente, hay que ver si existe una féormula ¢ tal que .., ¢ pero t/; ¢, pero eso ya
es contenido de otra investigacion.



4 Sobre la versidn a la
Paris-Harrington del teorema de
Folkman

El proposito original de este trabajo era investigar si se podian usar los (£, n)-modelos para
demostrar la independencia de la versiéon a la Paris-Harrington del teorema de Folkman
de la aritmética de Peano (PA); sin embargo, en el camino encontramos una falacia al
aplicar el método que deja sin validez la demostracion de Shelah del teorema de Paris-
Harrington. En este capitulo presentamos lo que habiamos investigado sobre la independencia
de la version a la Paris-Harrington del teorema de Folkman de PA. Tiene relaciéon con un
problema abierto por més de 20 anos: determinar si ACAy puede demostrar el teorema de
Hindman. En la seccién presentamos en detalle la demostracion del matemético Henry
Towsner del teorema de Hindman en el sistema axioméatico IT1{-TRg (ver [5]). En la seccion
presentamos una prueba del teorema de Folkman en PA. En la seccion estudiamos
la condicién de Paris-Harrington y al finalizar se encuentra una discusion sobre la version
a la Paris-Harrington del teorema de Folkman, la cual todavia se desconoce si PA la puede
demostrar.

Al final del capitulo, presentamos la demostraciéon de Shelah del teorema de Paris-Harrington,
indicando los momentos en que ocurren las falacias presentadas en [2.3] Hay que mencionar
que no se demuestra Paris-Harrington sino una versiéon mas débil, que denominamos Paris-
Harrington reforzado.

4.1. Teorema de Hindman en la aritmética de segundo
orden

Dada una coloracion finita en los nimeros naturales, es posible encontrar un conjunto infi-
nito cuyas sumas finitas sean un conjunto monocromatico. Este resultado es conocido como
el teorema de Hindman, demostrado en el ano 1974 por el matematico Neil Hindman usan-
do métodos de combinatoria. En el ano 1977, los matematicos Fred Galvin y Steve Glazer
demostraron el teorema por medio de ultrafiltros, especificamente encontrando un ultrafiltro
idempotente en el espacio de Stone-Cech de los naturales. En [5] se presenta este argumento,
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con ciertas acomodaciones, en la aritmética de segundo orden. A continuaciéon lo presenta-
remos en detalle.
Dado S un subconjunto de N, denotamos como

FS(S) = {Z@' | FC Sy F es finito }
ieF

al conjunto de las sumas finitas de S. Ademés, denotamos como NS(S) al conjunto

FS(S)\ {0}. Vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1 (Teorema de Hindman). Por cada particion finita de los nimeros naturales,
N=C1U...UC,, eziste algun i € {1,...,n} y un conjunto infinito X tal que NS(X) C C;.

La demostracion se va a realizar en el sistema axiomatico IT}-TRy que consiste en ACA( més
induccion transfinita en las I} formulas (ver seccion VI.7. de [13]). Como ya mencionamos,
vamos a trabajar en el semigrupo de ultrafiltros; sin embargo para tratar con estos objetos
en la aritmética de segundo orden necesitamos las siguientes definiciones.

Definicion 4.1.2. = Sea U = {U; |7 € N} una sucesion contable de subconjuntos de N

y F' C N un conjunto finito. Denotamos como Uy al conjunto ﬂ U;. Decimos que U
i€l

satisface la propiedad de interseccion finita (fip) si para todo F' C N finito, U es

infinito.

s Usaremos las letras U, V' para representar sucesiones contables de subconjuntos de N;
las letras X, Y, Z para representar cualquier subconjunto de N, y las letras F, G si son
conjuntos finitos.

» Escribimos X € U si existe F C N tal que Up C X.
» Dado n € N, definimos como X —n :={m|m+n € X}.

» Sean U,V tales que satisfacen fip. Escribimos X € U + V si existe Y €V tal que para
todoneY, X —nelU.

= Decimos que U es un semigrupo si U satisface fip y para todo X € U se cumple que
XeU+U.

= Decimos que U es un refinamiento de V si V C U.

Podemos interpretar las sucesion contables que satisfacen fip como “aproximaciones” a ul-
trafiltros no principales en ACA, . La nocién € nos indica los elementos que, en potencia,
podemos anadir a una sucesion U para poder mejorar la aproximacion, i.e., encontrar un re-
finamiento de U. Por otro lado, U + V representa la elevacion de la adiciéon de los naturales a
su compactificacion de Stone-Cech. Asf mismo, los semigrupos los vamos a interpretar como
“aproximaciones” de ultrafiltros idempotentes. Las siguientes propiedades son analogas a las
de los ultrafiltros. Las pruebas son inmediatas de las definiciones.
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Hecho 4.1.3. Sea U una sucesion contable que satisface fip. Sean F' C N y {X;}ier una
sucesion finita de subconjuntos de N. Se cumple que:

» Si X; €U para toda i € F, entonces ﬂ X;eU.
i€l

n ﬂUi—n:UF—npam todo n € N.
i€l

» (X —n) = XY —n para todon € N,

» SiXEU yX CY, entonces Y €U.
Veamos que los semigrupos satisfacen propiedades similares a las de ultrafiltros idempotentes.
Proposicion 4.1.4. Sea U un semigrupo

1. Para todo F C N se cumple que Up €U + U.

2. Si X €U entonces X €U + U.

Demostracion. 1. Por definiciéon de semigrupo, por cada i € F existe X; €U tal que, para
todo n € X;, se cumple que U;—n € U. Del hechotenemos que (;ep Xi € U. Veamos que
para todo n € ﬂiGF X; se tiene que Up —n €U y por lo tanto Ur €U +U. Sean € ﬂieF X;.
Dado que para todo i € F se cumple que U; —n € U, entonces por el hecho obtenemos
que (N;ep Ui —n=Up—neU.

2. Sea X € U. Por definicion, existe F' C N tal que Up C X. Por el primer literal Up € U+ U,
luego existe Y €U tal que Ur —n € U para todo n € Y. Dado que Up —n C X —n, por el
hecho se cumple que X —n €U para todon € Y, y por lo tanto X €U + U.

m

Nuestra meta es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 4.1.5 (II}-TRy). Dados un semigrupo U y A C N, existe un semigrupo V que es
un refinamiento de U tal que, ACV ¢ A°€V.

El teorema de Hindman es un corolario del Teorema [4.1.5]

Demostracion del teorema de Hindman. Sea N = C1U...U...C',, una coloracién de los nimeros
naturales. Sea U un semigrupo (puede ser el trivial). Eventualmente, por el teorema |4.1.5|
podemos encontrar ¢ € {1,...,n} y un semigrupo V, que es refinamiento de U, tal que
C; € V. Por la proposicién se cumple que C; €V 4V, por lo tanto existe X, € V tal que
C;—n €V para todon € Xy. Escogemos un z, € C;N X, fijo. Notemos que C;N (C; — o) €V
ya que cada conjunto estid en V segtn la relacién €. Nuevamente, por la proposicion m
se cumple que C; N (C; — 29) €V + V, luego existe X; €V tal que

(C;N (C; —x0)) —n=(C; —n) N (C; — 29 —n) € V para todo n € X;.
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Fijamos un z; € C;N(C;—20)NX;. Notemos que C;N (C;—x0) N (Ci—21)N(Ci—11 —10) €V
ya que cada conjunto estd en V segin la relacién €. Repetimos el mismo argumento para
encontrar una sucesion {x, },en tal que

me ) (Ci—zxj)

JC{1,...,n} jeJ

La grafica ilustra donde se encuentran los elementos x5 y 3.

i — L1

Figura 4-1: Construccion del conjunto monocromatico.

Veamos que X = {x,},en satisface NS(X) C C;. En efecto, sean x;,...,x;, elementos

de X, tales que 41 < ... < %,,. Por construccion z;, € C; — z;, — x;, — ... — x;,_,, luego
Ty + ...+ Xy, € Cz

0

Para demostrar el teoremal[d.1.5] vamos a empezar con el caso “trivial”: la unién del semigrupo
U y el conjunto {A} no satisface fip.

Lema 4.1.6 (ACAy). Sea U un semigrupo y A un subconjunto de N tales que U U{A} no
satisface fip. Entonces existe X €U con 0 € X tal que UU{A® —n|n € X} es un semigrupo.

Demostracion. Dado que U U {A} no satisface fip existe ' C N tal que Ur N A es finito.
Consideremos como X := {n|Upr — n€U}. Veamos que X € U. Por la proposicién m
Up €U + U, luego existe Y €U tal que Up — n €U para todon € Y; por lo tanto Y C X
y, por el hecho m, X €U. Notemos que 0 € X ya que Up € U. Falta comprobar que
UU{AY —n|n € X} es un semigrupo:

Satisface pif. Sean G C Ny Z C X conjuntos finitos. Veamos que Ug N (), A° —n
es infinito. Dado que Up — n €U para todo n € Z, entonces MNnez Ur — n €U por
el hecho m, por lo tanto Ug N (), c, Ur — n es infinito. Si denotamos como W =
Ua N \,ez Ur — n, entonces podemos expresar W, por el hecho , €omo:

W= (Wm(ﬂAC—n))u<Wm(UA—n)>

nez nez
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Como Ur — nN A — n es finito para todo n € Z y W es infinito se concluye que

W= (Wn(ﬂ Ac—n)>U<Wm(UA—n)>

nez nez
v N
TV TV
infinito finito

En particular Us N[, ., A° — n es infinito.

nez

Condicién de semigrupo. Sear € UU{A° —n|n € X}. Siz € U, entonces €U + U y
por lo tanto 1 € UU{A® —n|n € X}+UU{AY —n|n € X}.Six € {A° —n|n € X},
entonces existe n € X tal que x = AY—n. Comon € X, entonces Up—n € U, luego, por
la proposicion m, Ur —n €U+ U. Entonces, existe Y €U tal que (Ur —n) —m €U
para todo m € Y. Por lo tanto para todo m € Y se cumple que n +m € X y asi
A —n—m=x-meUU{A° —n|n € X}. Notemos que Y eUU{A° —n|n € X}
y por lo tanto U U {AY —n|n € X} satisface la condicién de semigrupo.

]

Si la union del semigrupo U y el conjunto { A} satisface fip, entonces existe la posibilidad de
encontrar un semigrupo que es un refinamiento de U y contenga a A. Para esto, por lo menos
deberiamos ser capaces de encontrar un conjunto X tal que UU{X} y UU{A—n|n € X}
satisfacen fip. En ese caso, no puede existir Y € U tal que U U {A, A — n} no satisface fip
para todo n € Y. El siguiente lema formaliza el anterior criterio.

Lema 4.1.7 (ACAy). Sean U un semigrupo, A un subconjunto deN yY €U. SiUU{A, A—
n} no satisface fip para todo n € Y, entonces eviste X €U tal que U U {A° —n|n € X} es
UN SEMIGrupo.

Demostracion. Si UU{A} no satisface fip entonces la afirmacion resulta del lema [4.1.6] As,
supongamos que U U { A} satisface fip. Consideremos el conjunto X :={n € Y |Y —neU}.
Usando los mismos argumentos de la demostracion del lema , se concluye que X € U
y UU{A® —n|n € X} satisface la condicion de semigrupo. Falta demostrar que satisface
fip: sean G C Ny Z C X conjuntos finitos, veamos que Ug N[, A° — n es infinito. Por
hipétesis, por cada n € Z existe F,, C N tal que Up, N AN A — n es finito. Si denotamos

como W al conjunto Ug N AN ()., Ur, entonces podemos expresar W, por el hecho [4.1.3}

W= (Wm(ﬂAC—n)>u<Wm(UA—n)>

Como W es infinito —U U { A} satisface fip— se concluye que

W= (Wn(ﬂ Ac—n)>U(Wﬂ(UA—n)>

nezZ nezZ

Vv Vv
infinito finito
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En particular Us N[, , A° — n debe ser infinito

nez

]

Sin embargo, el lema [4.1.7) todavia no logra conseguir un refinamiento de U que contenga a
A% (no necesariamente 0 € X); no obstante, sélo basta con agregarlo.

Lema 4.1.8 (ACAy). Sean U un semigrupo, A un subconjunto deN y X €U. Si A—n€U
para todo n € X, entonces U U {A} es un semigrupo.

Demostracion. Falta demostrar que U U { A} satisface fip. Sea F' C N. Veamos que Ur N A
es infinito. Por la proposicion se tiene que Up €U + U, luego existe Y €U tal que
Ur—n€Uparatodon €Y. Sean € XNY.Como A—néeU y Ur—n€U, la interseccion
A —nNUr —n es infinita dado que U satisface fip. Es sencillo verificar que A N Ur tiene el
mismo cardinal de A —n N Ur —n, por lo tanto U U { A} satisface fip.

m

Corolario 4.1.9 (ACAy). Sean U un semigrupo, A un subconjunto de N yY €U tal que
UU{A, A—n} no satisface fip para todo n € Y. Entonces existe un semigrupo V que es un
refinamiento de U y contiene a A°.

Demostracion. Por el lema existe X € U tal que UU{A® —n|n € X} es un semigrupo.
Como X eUU{AY —n|ne X}y A® —neUU{A° —n|n € X} para todo n € X, por el
lema se cumple que V := U U {A% —n|n € X} U{A%} es un semigrupo.

[

Ahora vamos a ver el caso en que U U {A} satisface fip y no se cumplen las hipotesis del
corolario , i.e., para todo Y €U existe n € Y tal que UU{A, A—n} satisface fip. En ese
caso, dada una enumeracion {F;};cy de los subconjuntos finitos de los naturales, podemos
construir un conjunto X tal que UU{X}y UU{A —n|n € X} satisfacen fip: simplemente
escogemos un elemento x,, € Ug, tal que UU{A, A—x,} satisface fip. Ahora falta encontrarle
testigos para los conjuntos A — n para todo n € X, i.e., encontrar un conjunto X,, tal que
UU{X,} yUU{A—n—m|m € X, } satisfacen fip. Por esa razon, vamos a construir X de tal
manera que exista un conjunto S tal que X = F'S(S5); asi, el mismo F'S(S) sirve de testigo
para todos los conjuntos A — n donde n € FS(S). Al realizar esa construcciéon, también
tenemos que verificar que F'S(S) es su mismo testigo, i.e., U U {FS(S) —n|n € FS(S)}
satisface fip.

Teorema 4.1.10 (ACAy). Sean U un semigrupo y A un subconjunto de N. Entonces existe
un semigrupo V. que es un refinamiento de U tal que VU {A} no satisface fip, 6, existe un
congunto infinito S tal que

UU{A—n|neFS(9)}

UU{FS(S)—n|ne FS(S)}
satisfacen fip.
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Demostracion. La construccion la vamos a hacer por recursion transfinita. Sea {F;};cy una
enumeracion de los subconjuntos finitos de los naturales. Consideremos el arbol T' de las
sucesiones o = (81, ...., S, ) tales que:

1. 51 < ... <s,.
2. s; € Up, para toda i < n.

3. UU{A —n|n e FS(0)} satisface fip.

La primera y segunda condicién sirven para garantizar que el conjunto S sea infinito y que
U U {S} satisface fip. La tercera condicion garantiza que U U {A —n|n € FS(S)} satisface
fip. Si no se puede hacer la construccion, significa que en todas las posibles opciones, en
algiin momento, no se pudo agregar més elementos a la sucesiéon. Para estudiar este caso,
vamos a ordenar 7' usando el orden de Kleene-Brouwer: decimos que o < 7 si existe n tal

n n

que o ["=7 [y o(n) <7(n), 6,0 ["=7 ["y o(n) esta definido pero 7(n) esta indefinido.

Practicamente es como si fuera el orden inverso del lexicografico. Hay dos posibilidades.

(T, <) es un buen orden. En este caso el conjunto S no se pudo construir; sin embargo,
usando el corolario podemos encontrar un refinamiento de U que contenga a
A®. Por cada ¢ € T vamos a construir, por induccién, un semigrupo V, que es un
refinamiento de U, tal que

para todo 7 <o, V, CV, y V, U{A —n|n € FS(r)} no satisface fip. (4-1)

Fijemos o0 € T y supongamos que para todo 7 < o existe un semigrupo V, que
es refinamiento de U y satisface Es sencillo verificar que V., := (J,._, V; es un
semigrupo (en caso de ser o un elemento inicial definimos V-, := U). Denotamos como
l(0) a la longitud de . Dado que toda extension propia de o es menor que éste, para
todo n > méax o tal que n € UFy(,+1, se cumple que

Ve U{A—m|me FS(cU{n})}

no satisface fip —ya sea porque no pertenecen a T por la tercera condicion, 0, si
pertenecen, V(,uqn)) satisface . Como V., U{1,...,méx o} no satisface fip, por el

lema [4.1.6 existe un refinamiento V’_ de V.,, tal que UI?I(mG?ﬁ = {z > mixo |z €

U Fl<g)+1} € V!, . Juntando las afirmaciones anteriores, se concluye que para todo n €

>max o :
UFMU)Jrl se tiene que

ViU ﬂ A—m, m A—m—n
) )

meFS(c meFS(c

no satisface fip. Por el corolario [.1.9] existe un semigrupo V,, que es un refinamiento de
V., tal que contiene a J,,. (o) A°¢—m. Por lo anterior V,, satisface Esto completa
la induccion. En particular, Vj U {A} no satisface fip.
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(T, <) no es un buen orden. Existe una cadena {o;};cny descendente infinita en 7. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que o; es extension propia de o; si j > ¢
—quitamos los elementos que no son extensiones de la cadena original— y consideramos
como S := |J;cy 0. Por la primera condicién para pertenecer a T, el conjunto S es
infinito, y por la tercera se tiene que UU{A—n|n € FS(S)} satisface fip. Falta ver que
UU{FS(S)—n|n € FS(S)} satisface fip. Sean F' C Ny Z C FS(S) conjuntos finitos.
Veamos que Up N[ ),c, F'S(S) — n es infinito. Sea Y := {n > max Z | F C F,}. Por
cada n € Y escogemos s, € SNUp, —existe por la segunda condicién para pertenecer
a T— y como n > max Z entonces s, +1i € F'S(S) para todo i € Z, ya que es distinto

a todos los sumando que aparecen en Z. Por lo tanto s, € Up, N(),c, F'S(S) —n C
Up N,ez F'S(S) —n. Como Y es infinito se concluye que Up N (), ., FS(S) —n es
infinito.

[

El teorema en el caso que se pueda hacer la construccion del conjunto S, nos da
dos refinamientos del conjunto U donde el tinico que es un semigrupo es el conjunto U U
{FS(S)—n|n € FS(S)}. Solo nos falta garantizar que A pertenece, segtin €, a ese conjunto.
Para lograr esto, nuevamente tenemos que hacer la construcciéon del conjunto S, pero esta
vez, ademas de las condiciones anteriores, vamos a pedir que F'S(S) C A.

Teorema 4.1.11 (IT}-TRy). Sean U un semigrupo y A un subconjunto de N. Entonces existe

s

un semigrupo V. que es un refinamiento de U tal que V U {A} no satisface fip, 6, existe un
conjunto infinito S tal que FS(S) C Ay

UU{FS(S)—n|ne FS(S)}
satisface fip.

Demostracion. Sea {F;};eny una enumeracion de los subconjuntos finitos de los naturales.
Consideremos el arbol T' de las sucesiones o = (sy, ...., s,) tales que:

1. 51 < ... < s,.
2. NS(o) C A
3. s; € I} para toda 1 < n.

4. UU{A—n|n € FS(0)} satisface fip.

Notemos que se anade una nueva condiciéon a la construccion del conjunto S del teorema
4.1.10; ésta garantiza que F'S(S) C A. Vamos a ordenar T usando el orden de Kleene-
Brouwer. Hay dos posibilidades:
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(T, <) es un buen orden. En este caso el conjunto S no se pudo construir; sin embargo,
usando el teorema podemos encontrar un refinamiento de U que contenga a A“.
Por cada o € T vamos a construir, por induccién, un semigrupo V, que es refinamiento
de U, tal que

para todo 7 <0, V. C V, y V, U{A—n|n € FS(7)} no satisface fip. (4-2)

Fijemos o0 € T y supongamos que para todo 7 < o existe un semigrupo V, que
es refinamiento de U y satisface Es sencillo verificar que V., := (J,_, V; es un
semigrupo, luego por el teorema [£.1.10] existe un semigrupo V, que es un refinamiento
de V_, tal que V, U {ﬂmer(U) A —m} no satisface fip, 6, existe un conjunto infinito S

tal que
ViU [ A-—m—n|ne FS(S) (4-3)
meFS(o)
y
Vie U{FS(S) —n|n e FS(S)} (4-4)

satisfacen fip. En el primer caso ya completariamos la induccion. En el segundo caso,
consideramos como V, := V., U{FS(S) —n|n € FS(S)}. V, es un semigrupo ya que
satisface fip y, dadon € FS(S), FS(S)—n—m €V, paratodo m € FS(S). Denotemos
como /(o) a la longitud de o. Veamos que V, U {(,,cps(,) A — m} no satisface fip.
Razonemos por contradiccion. Si Ur,, , N F'S(S) N(),,cpg) A — m fuera infinito,
entonces existiria n en ese conjunto mayor que méax o. Notemos que o0~ {n} € T ya que
satisface fip. Dado que 0~ {n} < o, por induccion Vo, U{A—m|m € FS(cU{n})}
no satisface fip, que contradice que 4-3|satisface fip. Por lo tanto V;U{(,,c FS(0) A—m}
no satisface fip y esto completa la inducciéon. En particular Vj U {A} no satisface fip.

(T, <) no es un buen orden. Existe una cadena {o;};eny descendiente infinita en 7. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que o; es extension propia de o; si j > ¢
—quitamos los elementos que no son extensiones de la cadena original— y consideramos
como S := |J;cy 0i- Por la primera condicién para pertenecer a T, el conjunto S es
infinito, por la segunda condicion F'S(S) C A y, repitiendo el mismo argumento de la
tltima parte de la demostracion del teorema4.1.10] se concluye que UU{FS(S)—n|n €
FS(S)} satisface fip.

]

Demostracion del teorema[{.1.5 Por el teorema hay dos posibilidades. En el primer
caso existe un refinamiento V' de U tal que V' U{A} no satisface fip, luego por el lema[4.1.6]
existe un refinamiento V de V'’ tal que A® € V. En el segundo caso existe un conjunto infinito
S tal que F'S(S) C Ay UU{FS(S)—n|n e FS(S)} satisface fip. Es sencillo verificar que
V =UU{FS(S)—n|n € FS(S)} es un semigrupo y como F'S(S) C A entonces A€ V.

O
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4.2. Teorema de Folkman en PA

La version finita del teorema de Hindman es usualmente conocida como el teorema de Folk-
man que, naturalmente, se puede derivar por medio de un argumento de compacidad; no
obstante su demostracion ya se conocia desde 1965 y se puede llevar a cabo en la aritmética
de Peano. Vamos a presentar las dos demostraciones. Antes, vamos a recordar el teorema de
compacidad en el contexto de la teoria de Ramsey.

Definicién 4.2.1. Sea k € N. Denotamos como [k] al conjunto {1, ..., k}. Dado un conjunto
X, decimos que f es una k-coloracion de X si f es una funcién con dominio X y rango
[k]. Dada f una k-coloracion de X, decimos que Y C X es un conjunto monocromaético
de f sila imagen de Y es constante en f.

Teorema 4.2.2 (Compacidad). Sean X un conjunto infinito y A una familia de subconjuntos
finitos de X. Suponga que por cada k-coloracion f de X existe un conjunto monocromdtico
de f en A. Entonces existe un conjunto finito de ' C X tal que por cada k-coloracion f de
F' existe un conjunto monocromdtico de f en A.

Demostracion. Dotemos a [k] con la topologia discreta. Al ser finito, este espacio es com-
pacto. Por el teorema de Tychonoff el espacio Y := [] .y [k] es compacto. Notemos que los
elementos del espacio Y son las k-coloraciones de X. Para todo G € A y para todo i € [k]
consideremos el conjunto

Ugi={f€Y|f(x) =1paratodaz € G}

Dado que los conjuntos que pertenecen a A son finitos, entonces Ug,; es abierto para todo
G € Ay para todo i € [k]. Ademas, por hipdtesis, para todo f € YV existeni € [k] y G € A
tales que f(z) =i para todo z € G, i.e., f € Ug,. Por lo tanto la coleccion {Ug; |G € A,i €
[k]} es un cubrimiento abierto de Y. Por compacidad, existen Gy, ...,G,, € A, i1, ...,1, € [k]
tales que

Y =Ug, s, U..UUqg,.,

Consideremos como F':= G; U ... U G,. Sea f una k-coloracion de F'. Extendemos f a una
k-coloracion f’ de X (puede ser cualquier extension). Entonces existe m tal que f' € Ug,, 4.
Luego G,, es un conjunto monocromatico de f’ y, como G,, C F, también de f.

O

El teorema de Folkman es consecuencia inmediata del teorema de Hindman y el teorema de
compacidad.

Teorema 4.2.3 (Teorema de Folkman). Para todo k,r € N existe F(k,r) € N tal que
para toda r-coloracion de [F(k,r)| existe un conjunto A, de tamano k, tal que NS(A) es
monocromdtico.
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Demostracion. Sea R el conjunto de las r-coloraciones de los ntimeros naturales. Sea f € R.
Por el teorema de Hindman existe un conjunto S = {s;};ey infinito tal que NS(S) es un
conjunto monocromatico de f. Denotamos como A; al conjunto NS({si,...,sx}). Por el
teorema de compacidad, aplicado a la coleccion A = {Af}ser, existe F(k,r) € N tal que
para toda r-coloracion f de [F'(k,r)] existe un conjunto monocromético de f en A, i.e., un
conjunto A de tamano k tal que NS(A) es un conjunto monocromatico de f.

[

La demostracion presentada en no se puede bajar a la aritmética de Peano ya que se
desconoce si ACAj puede demostrar el teorema de Hindman. No obstante, el teorema de
Folkman se puede desarrollar en PA usando el teorema de Van Der Waerden.

Teorema 4.2.4 (Teorema de Van Der Waerden). Para todo k,r € N existe W (k,r) € N tal
que, para toda r-coloracion f de W (k,r)], existen a,d € N tales que

fla) = flat+d) = fla+2d) =---= fla+ (k—1)d)

En [7] pueden encontrar varias demostraciones del teorema de Van Der Waerden, incluso
una de Shelah en que demuestra que la funcion W (k,r) —el menor ntimero que satisface el
teorema de Van Der Waerden para k y r— es primitiva recursiva. El teorema de Folkman
es corolario del siguiente lema.

Lema 4.2.5. Para todo k,r € N eziste G(k,r) € N tal que para toda r-coloracion f de
|G (k,r)] existe una sucesion de k elementos distintos, {by,...,b;}, tal que para todo I C [k]

se cumple que f(3_,crbi) = f(bmax1)-
Demostracion. La prueba se desarrolla por por inducciéon sobre k. El caso G(1,7) es inme-
diato para todo r € N. Fijemos r € N y supongamos que ya existe n = G(k — 1,r). Veamos
que

G(k,r) <2W(n+1,r)
Denotemos como N = 2W(n + 1,r). Consideremos f : [N] — r una r-coloracién. Por el
teorema de Vand Der Waerden en el intervalo [N/2 + 1, N] existe una progresion aritmética
monocromatica de longitud n + 1:

{a,a+d,...,a+ nd}
Hay dos casos:

Si a = d. La progresion aritmética {d, ..., (n + 1)d} satisface la condicion del lema.

Si a # d. Por hipotesis de induccion, en el conjunto {d,2d,...,nd} existe una sucesion de
k — 1 elementos distintos, {b1,...,bx_1}, tal que para todo I C [k — 1] se cumple
que f(3 ;crbi) = f(bmaxr). Consideramos como by, := a. Veamos que el conjunto
{b1, ..., br_1,bx} satisface la condicion del lema. Sea I C [k]. Si k ¢ I, por induc-
cion f(D,c;0i) = f(bmaxr); si k € I, entonces f(> .., b)) = f(bx) = f(a) ya que la

progresion aritmética es monocromatica.



4.3 Condiciéon de Paris-Harrington 55

Demostracion del teorema de Folkman en la aritmética de Peano. Veamos que
F(k,r) <Gr(k—-1)+1,r)

Denotemos como N = G(r(k — 1) + 1,7). Sea f : [N] — r una r-coloracion. Por el lema
4.2.5| existe una sucesion de r(k—1)+ 1 elementos distintos, {1, ..., brx—1)41}, tales que para
todo I C [r(k — 1) + 1] se cumple que f(> ,.;b;) = f(bmaxr). Por el principio de las casillas
existe un subconjunto A = {b;,...,b; } de {b1,...,b,(k—1)11} que es monocroméatico —hay
r colores y r(k — 1) + 1 elementos—, por lo tanto A satisface que NS(A) es un conjunto
monocromatico.

4.3. Condicién de Paris-Harrington

El teorema de Paris-Harrington trata sobre la primera afirmacion descubierta, de contenido
puramente matematico, que es verdadera en N pero la aritmética de Peano no puede demos-
trar. La afirmacion surge al agregar la siguiente condicion al teorema de Ramsey infinito.

Condicién de Paris-Harrington. El tamano del conjunto monocroméatico debe ser mayor
que su minimo elemento.

Vamos a usar la siguiente terminologia para dar el enunciado.

Definicién 4.3.1. Sean m, k,c € Ny sea X C N. La notaciéon X —* (m)* significa que

c

para toda funcién f : [X]¥ — ¢ existe un conjunto H C X tal que |H| > min H + m y la

k

imagen de [H]" es constante.

La afirmacion

k

c

PH: Para todo k,m, ¢ existe n tal que [n] —=* (m)

es verdadera en N gracias al teorema de Ramsey infinito y al teorema de compacidad; sin
embargo, Jeff Paris y Leo Harrington demostraron en 1977 el siguiente teorema

Teorema 4.3.2 (Paris-Harrington). La afirmacion PH no es demostrable en la Aritmética
de Peano.

La demostracién que propone Shelah en [2] no demuestra el teorema sino una version
més débil ya que se colorean sucesiones en lugar de segmentos iniciales. La version reforzada
dice lo siguiente:
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PH*: Para toda sucesion creciente (x;) de nimeros naturales, y para todo k,m, ¢ existe n
tal que {z1,..., 1, } —* (m)k

Usando un argumento de compacidad, la afirmaciéon PH* es verdadera en N.
Teorema 4.3.3. N = PH*.

Demostracion. Sea X = (Z,)neny una sucesion. Fijemos m, k,¢ € N. Denotemos como R
al conjunto de las c-coloraciones del conjunto [X]*. Por el teorema de Ramsey, por cada
[ € R existe un subconjunto infinito M = (z,,,);en de X, tal que [M]* es monocromatico.
Definamos como

Ap =A{Tn1s s Trs Triyss -+ T, |

Por el teorema de compacidad, aplicado a la coleccion A = {[A;]*} jer, existe un n € N tal
que {zy,...,z,} —=* (m)k.

]

Por lo tanto, ahora el resultado de independencia que se quiere demostrar es:

Teorema 4.3.4 (Paris-Harrington reforzado). La afirmacion PH* no es demostrable en
ACA,.

Notemos que el teorema implica ya que ACA( es una extension conservadora
de PA. En la seccion 4.4] presentamos la posible demostracion de Shelah del teorema [4.3.4
usando los (£, n)-modelos. Vamos a indicar exactamente las partes que dejan de funcionar
por el error que encontramos en la seccion 2.3} ademads, como éstas vuelven a tener a validez
si se usa la nocién de cumplimiento en subsucesiones presentada en la seccion [2.4.2]

Ante los anteriores resultados, queda la pregunta si lo que ocurre con el teorema [4.3.2] pasa
con otros teoremas de combinatoria; por esta razén, vamos agregar la condicion de Paris-
Harrington al teorema de Folkman y estudiar su relaciéon con la aritmética de Peano. Natu-
ralmente, el teorema es verdadero en N.

Teorema 4.3.5 (Version a la Paris-Harrington del teorema de Folkman). Para todo k,r € N
existe PHF (k,r) € N tal que para toda r-coloracion de [PHF(k,r)] existe un conjunto A,
de tamano al menos k, tal que |A] > min A y NS(A) es monocromdtico.

Demostracion. Sea R el conjunto de las r-coloraciones de los nimeros naturales. Sea f € R.
Por el teorema de Hindman existe un conjunto S = {s; };cy infinito tal que NS(.S) es un con-
junto monocromatico de f. Denotemos como Ay al conjunto N.S({s1, ..., Sk, Sk41s ---s Skts })-
Por el teorema de compacidad, aplicado a la coleccion A = {A}sep, existe un nimero
PHF(k,r) € N tal que para toda r-coloracion f de [PHF(k,r)] existe un conjunto mo-
nocromatico de f en A, i.e., un conjunto A de tamano al menos k, tal que |A] > min A y

NS(A) es monocromatico.
[l
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Todavia se desconoce si PA puede demostrar la version a la Paris-Harrington del teorema
de Folkman. Esto tiene relaciéon con un problema abierto de mas de 20 anos: determinar si
ACA, puede demostrar el teorema de Hindman. En caso afirmativo, la demostracion que
realizamos del teorema [4.3.5 con sus respectivas adecuaciones, se puede realizar en ACA,
ya que so6lo depende del teorema de Hindman y del teorema de compacidadﬂ luego, como
ACA  es una extension conservativa de Peano, se concluye que PA demuestra la version a la
Paris-Harrington del teorema de Folkman. Por lo anterior, si ésta resulta ser independiente
de PA, también el teorema de Hindman seria independiente de ACA,. Hasta el momento, el
sistema més cercano a ACAgy en que se ha podido desarrollar la demostracion del teorema
de Hindman es el sistema axiomatico ACAJ (Ver [6]).

4.4. Posible demostraciéon del teorema de
Paris-Harrington reforzado

A continuacién presentaremos el argumento que propone Shelah para demostrar el teorema
usando los (L, n)-modelos. Recordemos que la afirmacion PH* dice:

k

Para toda sucesion (x;) y para todo k,m, ¢ existe n tal que {xy,...,z,} =* (m)¢.

La idea consiste en asumir PH* y construir, para todo subconjunto finito I' C PA y para todo
n suficientemente grande, un (Lpa,n)-modelo que cumple A I'; asi, por el corolario ,
concluiriamos que ACAg + PH* F Con(PA) y por lo tanto ACAq ¥ PH*, ya que ACAy I/
Con(PA) por ser una extension conservativa de PA.

Sea {¢; }ien un orden primitivo recursivo de las Lp-formulas con un solo parametro. Dada
¢(z) una Lpy-formula, definimos

LNP(¢) := Jz¢(x) — I2Vy(o(2) A ((y) = 2 < y))

Consideremos la teoria PALT que tiene los axiomas de la aritmética de Robinson (Q) con
las primeras k instancias del principio del buen orden, es decir:

Q + {LNP(¢:)};_,

[o.¢]
Notemos que PA es equivalente a U PAPT. La siguiente afirmacion resume lo descrito
i=1
anteriormente.
Conjetura 4.4.1. ACAq + PH* implica que, para todo k y n suficientemente grande, existe
un (Lpa,n)-modelo que cumple N\PALT.

'En ACA hay que usar el lema de Kénig para demostrar una versiéon contable del teorema m
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Veamos la demostracion que propone Shelah de la conjetura [4.4.1] Vamos a fijar un modelo
M EACA, + PH* y trabajar internamente en M. Ya vimos en el ejemplo[2.2.15] que existen
modelos de ¢-crecimiento que cumplen la aritmética de Robinson; luego, falta comprobar que
existen modelos de ¢-crecimiento, suficientemente grandes, que cumplen finitas instancias del
principio del buen orden. Por lo tanto, hay que demostrar la siguiente afirmacion.

Conjetura 4.4.2. Sea (x) una Lpa-formula. Para todo n > dp(LNP(v)) + 3 existe un
(Lpa,n)-modelo de ¢-crecimiento que cumple LNP(v)).

El argumento que se realiza en [2] para demostrar la conjetura contiene el error que
mencionamos en la seccion 2.3l Vamos a desarrollar la demostracion indicando “los huecos”
que se generan; ademés, mostraremos que si se puede usar la nociéon de cumplimiento en
subsucesiones, entonces se mantiene la prueba.

Posible demostracion de la conjetural].4.9 Fijemos un n > dp(LNP(¢))+3 y una L-formula
¢ que contiene todos los ¥-términos. Sea X = {m;};cas una sucesion de ¢-crecimiento.
Como M = PH*, entonces existe k € M tal que {my, ...,mx} —* (n)"3". Denotemos como
S = {moy, ..., my }. Para desarrollar la demostracion necesitamos introducir nuevas notaciones.

Definicion 4.4.3. Sea m = (m,,, ..., m;,) una subsucesion de S. Denotamos como m* a la
sucesion (my,, ..., m;, ) de longitud k + 1, y como mf a la sucesion de longitud £ que resulta
al quitarle el elemento m;; de mk. Por ejemplo 113 = (my,, M, , My, My, ).

Fijemos una enumeracion g, € M, que empieza desde 1, de las tuplas (k, j) donde dp(¢)+1 <
k<ny0<j<k. Vamos a empezar a colorear. Dada una subsucesion m = (m;,, ..., m;, )
creciente de S, de longitud dp(¢) + 1 < k < n, definamos

Fy(myy, ...,m;,) == min{a < my;, | Mz = ¢(a)}

En caso que ese minimo no exista, establecemos como Fy(m;, ..., m;, ) := m;,. Ahora, dada
una subsucesion creciente m = (my,, ..., m;, ) de S definamos

F(m) = min{gy (k. j) | Fy (1) # Fy(mif,)}

En caso que ese minimo no exista, establecemos como Fj (1) := 0. Como la funcién F), es

una (n?)-coloracion de [S]"*!, entonces existe un subconjunto homogéneo H C S de F), tal
que |H| > min H + n. Denotemos como hy < hy < ... < hy, los elementos de H, donde

m:=|H|—1.
Hecho 4.4.4. F), | [H]""" = 0.

Demostracion. Razonemos por contradiccion: supongamos que Fy | [H]"*1 = g(k,7) donde
dp(¢)+1 <k <ny0 < j < k. Entonces, dados h,,hg € H tales que j < o < f <
m —n+ j + 2, se cumple que

altimos n — k elementos
7\

~

qu[)( h07 ) hj—h hom hﬁ7 hm—n+j+27 LERE) hm—n+k7 77ﬁ‘rz—'n,—‘,—k:—‘,—h EERE) hm ) - g(ka.])
—_—— ~

J/

TV
primeros j elementos altimos n — j — 1 elementos
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Es decir:

Fww(ho7 caey hj,l, ha, hm,n+j+2, ceey hm,n+k) 7& Fl[)(h()) ceey hj,l, hﬁ, hm,n+j+2, ceey hm,n+k>

Por otro lado, por definicién:

Fzﬁ(h‘Oa ceey h‘j—la hom hm—n+j—|—27 ceey hm—n+k)7 Fzﬁ(h‘Oa ceey hj—17 h’ﬂ? hm—n+j+2a ceey hm—n—i—k) S h()

Como a y f estan entre j y m—n-+j+2, de lo anterior podemos deducir que hy > m—n—+2.
Como hg = minH y m = |H| — 1, se concluye que min H +n > |H|, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto Fy, [ [H]"*" = 0.

O

Denotemos como M al modelo de ¢-crecimiento asociado a m = (hg, hy, ..., h,). La idea es
demostrar que M cumple LNP(¢)). Por el hecho podemos concluir lo siguiente:

Proposicion 4.4.5. Supongamos que Mg |= Jxip(x). Sea k tal que dp(vp) +2 < k < n.
Dada una subsucesion creciente (h;,, ..., h;,) de H tal que iy < m —n+k, se cumple que

Fd}(hla ceey hk) — Fw(h“, ceey hlk)

En particular, dadas dos subsucesiones (hi,,...,hi,) y (hj,,.... hj,) de H tales que iy, ji, <
m —n+ k, se cumple que

Fl/)(him ceey hlk) - FT/}(h‘Jl’ ceey h’]k)

Demostracion. Sih;, = hj yase cumple la afirmacién. Luego, podemos suponer que h;, > hy,.
Por el hecho [4.4.4] se cumple que

Fllﬂ(hb s hk7 him hm—n+k+17 ) h'm) =0
Luego, por la definiciéon de F’,, obtenemos:
Fy(hy, ..., hp—r, hi) = Fy(ha,y oo b, iy )

Si h;,_, = hx—1 ya se cumple la afirmaciéon. Luego, podemos suponer que h;, , > hj_;. Por

el hecho [4.4.4] se cumple que
E(hy oo a1, by B haneng ket - i) = 0
Luego, por la definiciéon de F,, obtenemos:
Fy(hy, ...y hg—1, hiy) = Fy(hy, ..o hiy_, hiy)

Siguiendo el mismo argumento, podemos usar el hecho [.4.4] para intercambiar cada posicion
para obtener:

Fy(hy, ha, oo, b)) = Fy(ha, hig, -, hay )
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Sin embargo el hecho 4.4.4] no nos permite intercambiar el primer elemento. Para esto, es
sencillo verificar por inducciéon sobre férmulas que, para todo a € M<;,,, se cumple que

<M<h17M<h¢27 ceey M<hik> ): Vﬂ(a) si y sblo si <M<hi1’M<hi27 ceny M<hik> ): w(a) (4—5)

Por lo tanto, tenemos que Fy(hy, ..., hi) < Fy(hi,, ..., h;, ). Para la otra desigualdad, usamos
que My = Jrip(z) para garantizar que existe b € M<j,, tal que M7 = (). Luego, por
la proposicion @7 se tiene que (M<p, , M<p, ..., M<y, ) = 9(D) v ast Fy(hiy, ..., by ) €
My, Por [i-5[ se concluye que Fy(hy, ..., hy) = Fy(hiy, ..., hi,).

O

Acé se encuentra el primer “hueco” de la demostracion. Para poder usar la proposicion [£.4.5]
tenemos que asumir que M,; = Jxtp(z). Sin embargo, como mencionamos en la seccion [2.3]
para demostrar que M cumple

Jryp(x) — F2Vy(P(2) A (W(y) — 2 < y))

hay que suponer que M,; = Ve—i)(x), i.e., que existe k > dp(¢) y b € M, _, tales que
Mn=knl L —ay (). Dado que MP=#7l b2 —)(b) no siempre implica que M%7 = 4(b), en
este caso ni siquiera tenemos un testigo para la formula 1 (x); testigo que el consecuente pide
en M« . La nocién de cumplimiento en subsucesiones si permite asumir Mz = Jzx(x).

Si disponemos de la proposicion [£.4.5 entonces entre subsucesiones de la misma longitud se
mantiene el minimo elemento que cumple 1. La siguiente afirmacion dice que el minimo se
mantiene sin importar la longitud. La demostracion que desarrollamos asume que en H se
puede seguir aplicando PH*; hecho que todavia no sabemos como garantizar o cambiar.

Conjetura 4.4.6. Sea k tal que dp(v) + 2 < k < n. Eziste una subsucesion (hj,,...,hj, )
de H tal que jpo1 < m —n-+k+ 1, que satisface

Fw(hla sy hk) = F¢(hj1’ X hjk+1)

Posible demostracion de la conjetura [4.4.6 Fijemos k tal que dp(¢)) + 2 < k < n. De-
notemos como b := Fy(hy, ..., hy). Por las proposiciones y se obtiene que b <
Fy(hi, ..., by, ) para toda subsucesion (h;,, ..., h;, ) de H tal que i1 < m—n+k+1. Asi que
s6lo basta mostrar que existe una subsucesion (h;,, ..., b, ,) tal que (M<p,; ... M<p, ) =
¥(b) para deducir que Fy(hj,, ..., hj,,,) = b. La demostracion se hace por induccién sobre el
numero de cuantificadores de 1.

Caso sin cuantificadores. Supongamos que la féormula ¢ no tiene cuantificadores. Dado que
(M<pyy .oy M<p, ) E (), por el hecho [2.2.12] se tiene que M<y, = 1¥(b). Nuevamente,
por el hecho [2.2.12} se cumple que (M<yp,, ..., M<p, ) F ¥(b).



4.4 Posible demostracion del teorema de Paris-Harrington reforzado 61

Caso con cuantificadores. Supongamos que dp(y)) > 0. Consideremos como hj, = hy.
Para el i-ésimo cuantificado de 1, contando de izquierda a derecha, vamos a escoger el
ntmero h;,_ .

coleccion de i-tuplas que servirdn como testigos para el (i + 1)-ésimo cuantificador, y

En cada paso de la construccién vamos a asignar dos valores: le como la

H fp que representara la lista de estructuras sobre la cual los testigos seran “invariantes”.
Primer cuantificador.

Caso universal. Si ¢(x) es de la forma Va17y,(x1,x), entonces escogemos como
hj, = hs. Por la proposicion , se tiene que (M<p, , M<p, ..., M<p, ) =
1 (b) para toda subsucesion (hi,, ..., hs,,,) de H tal que iy <m—n+k+ 1.
Por lo tanto (M<y, ..., M<hik+1> = 71(a,b) para todo a € M« v para toda
subsucesion (hs, ..., by, ) de H tal que i1 < m —n + k + 1. Establecemos
como Ty = My, y Hjy = H\ {hm-ntit1, - b }-

Caso existencial. Si ¢(z) es de la forma Jx17,(x1, ), entonces, dada una sub-
sucesion h = (h,, ..., h;,_,) de H, definimos

Fy (hig, .oy hiy_,) == min{ay < h;y | My = vi(a1,0)}

Ese minimo siempre existe por la proposicion [4.4.5] Ahora, dada una subsu-
cesion h = (h;y, ..., h;,_,) de H tal que h;y > hyy h;yy, , < m—n+k+ 1,
definimos

ik—1

Fél(ﬁ’) = min{O <J< k—2 ’ F’h(ﬁj) 7é F’h(ﬁj-i-l)}

En caso que ese minimo no exista, definimos F7, (h) = 0. Como la funcion F
es una (k —1)-coloracion de [H]*, por PH*, existe un subconjunto homogéneo
H, C H de F§1 tal que |Hy| > min Hy; + n. Sea my := |H;| — 1. Denotemos
como hj < hy < ... < h,, los elementos de H;. Usando el mismo argumento
de la demostraciéon del hecho , podemos concluir que F’ | [H,]* = 0.
Escogemos como hj, = h} y definimos como a; = F, (h}, ..., hi_,). Notemos
que por el mismo argumento de la proposicion [4.4.5] para toda subsucesion
(hi ;... hi ) de Hy se cumple que ay; = F,, (h;,, ..., h} ). Establecemos como
T! = {a} y H, = H,.
i-ésimo cuantificador. Denotemos como v;_; a la subférmula de ¢ asociada al (i —1)-
ésimo cuantificador. Supongamos que ya estan definidos qu}’l y Hf[l tales que
para todo @ € le_l se cumple que <M<hfﬂ-i1’ s M<hg—k1+l> E 7i-1(d,b) para toda
subsucesion (bl !, ..., hi "
donde h;, € H f[l. Para escoger la estructura del i-ésimo cuantificador hay 2 casos

) de H fp_l; ademés que ya se seleccion6é un nimero h;,

posibles.
Caso universal. Si el i-ésimo cuantificador es un universal, entonces la subfor-
mula ;1 es de la forma Va;y;(21,...,2;,2). Escogemos como hj, , al si-

guiente numero que sigue después de hj, en Hfb_l. Por hipétesis, para todo
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ae Tffl se cumple que (M<p,.

Jit1’

M<h3ﬁ2"" M- ) = via(d, b) para to-

. k41

da subsucesion (hi !, ..., hi 1 ) de Hy . Por lo tanto, si establecemos como
be = le_l X M<hji+l y Hi = Hfb_l, se cumple que todo @ G'Ti satisface que
<M<hg,+27 ey M<pi 1) = 7i(d,b) para toda subsucesion (h!, _,...,h%L ) de

Q27 k41
H!
w-

Caso existencial. Si el i-¢ésimo cuantificador es un existencial, entonces la sub-
formula de () asociada a ese cuantificador es de la forma Jx;y;(x1, ..., x;, ).
Para cada a € TIZ_I definimos una funciéon de la siguiente manera: dada una

i—1
o Rip_,_,) de H, ™, se define

subsucesion h = (h;,, ..

F (Rig, ooy hiy_, ) »=min{a; < hi, | M = 7i(@, a;,b)}

7

Como el conjunto Tfjl x {1,...,k —i— 1} es finito, consideremos g; € M una
enumeracion, que empiece en 1, de ese conjunto. Ahora, dada una subsucesion
h = (hiyy ..., hi,_.) de pr_l, tal que h;, > hj,, definimos:

F«l,(ﬁ) = min{g;(d@, j) | F«f(ﬁ]) # F«i(ﬁjﬂ) donde @ e Ty 1,0 < j <k—i—1}
En caso que ese minimo no exista, definimos Ff/l(ﬁ) = 0. Notemos que la

funcion F, es una (i) . p)-coloracién de [H,~']F+1. Por PH*, existe un
subconjunto homogéneo H; C Hf[l de F. tal que |H;| > min H; + n. Sea

m; := |H;| — 1. Denotemos como h{ < hj < ... < h!  los elementos de H;.
Razonando como la demostracion del hecho W podemos concluir que F7 |
[H;]*="! = 0. Escogemos como h,,, = hj. Para cada @ € T, ', definimos
como a? = F,‘Z(hg, ., hi_. ). Notemos que por el mismo argumento de la

proposicion , para toda subsucesion (hf,...hi ) de H; se cumple

que .af = FI(h,....,hi, ). Establecemos como T, = {(d,af)|d € T, '}
y H, = Hz

),y
W)

Al final de la construccion obtenemos el (£, dp(y) + 1)-modelo (M<p, ..., M<y,

Jdp(w)+1
una coleccion de testigos Tzz para cada 1 < i < dp(v)) que son “invariantes” a la lista H;Zp

-

después de h;, ., en la lista H Zp ) Veamos por induccién sobre los cuantificadores de v

que <M<hj17 cey M<hjk+1> ): ¢(b)

a los elementos que siguen

Para terminar la construccion €scogemos como hjd ;
p( Jk+1

Primer cuantificador.

Caso existencial. Si ¢ es de la forma Jx17y(z1, x), entonces seleccionamos el testigo
b1 € M<y,;, que aparece en Ti y pasamos al siguiente cuantificador para verificar

que <M<hj2a ) M<hjk+1> ): /Y(bl’ b)
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Caso universal. Si 1 es de la forma Vxlfy(xl, x) entonces, por construccion, My, =
le}. Notemos que (M<p, , ..., Jk+1> = ¢(b) por la proposicion m Luego
para todo k' > dp(¢) tal que k+1—Fk" > 2; y para todo ¢ € M<hjk+1—k’ se cumple

que <M<th+1 oo Meng, ) (e, b). Falta verificar que para todo ¢ € M«
se cumple que (M<y, , ..., M< By 1) = (¢, b); para esto seguimos con el siguiente
cuantificador.

i-ésimo cuantificador. Denotemos como 7;_; a la subféormula de ¢ asociada al (i —1)-ésimo
cuantificador. Supongamos que falta verificar que para todo @ € Tf[l se cumple que

<M<hj7;7 et M<h]‘k+1> ): 77:—1(6_1:7 b)

Caso existencial. Si~;_; es de la forma 3z;v;(z1, ..., z;, x) entonces, por construccion,
por cada d € T"_l existe un testigo b7 € My, tal que (@, by € Ti Pasamos
al siguiente cuantlﬁcador para verificar que <./\/l<hj e Meng, ) ): Y@, b, b)
para cada (@,b%) € T},

Caso universal. Si~;_; es de la forma Vz;y;(z1, ..., 7;, ) entonces T\ = T"_1 XM, ..
Por construccion, para todo @ € T’ 1 se cumple que (M, o M<h]k+1> =
~i—1(@, b); luego, para todo k' > dp(%) tal que k+1—k > i+ 1, y para todo d €
M; IR o Meapg, ) E 7:(d, d,b). Nos falta verificar

jri1_w S€ cumple que (M<y,
que para todo (d,c) € T’ se cumple que (M<y,, g2 M<hjk+l> E vi(d, c,b).

dp(v)

Al llegar al tultimo cuantificador, falta verificar que todo a € T, satisface que

(Mey,, et Mc< Jk+1> = Yap(y)(@,b). Gracias a la construcmon, para todo @ €
d S :
Twp(w) e cumple que (M ST oy Many ) B Yap() (@, D). Como gy no tiene

cuantificadores, podemos concluir que <M<h.7dp<w>+1’ oy My, ) Yap) (@, b) para

L d
todo @ € Twp(w). Por lo tanto (M<y, ..., M<p, ) = 4(b).
0J

Si se logra demostrar la conjetura entonces el minimo elemento que cumple ¢ se man-
tiene para toda subsucesion de M.

Corolario 4.4.7. Sea k tal que dp(v)) +1 < k < n. Dadas dos subsucesiones (h;,,...,h;.) y
(hjys.o by, ,) de H tales que i, <m —n+kyje <m-—n+k+1, se cumple que

Fw<hi17 ) h’ik) = F¢(hj17 "'7hjk+1)

Demostracion. Por la conjetura existe una subsucesion (hj,,...,hj,. ) de H tal que
Jre1 <m —n+k+ 1, que satisface

Fw(hla e hk) = Fw(hju ey h’jk+1)

Luego por la proposicion se obtiene el resultado.
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Si denotamos como a = Fy(hq, ..., hy,), por el corolario para todo k > dp(v) tal que n—
k > 0 se cumple que a = Fy(hy—g, ..., hy). Aca aparece el tercer “hueco” de la demostracion.
Para demostrar que M cumple

Vy(i(y) = a <y)

tenemos que ver que para todo k > dp(¢) tal que n — k > 0, y para todo b € M<;, ., si
M=Enl L —a)(b) entonces a < b. No obstante, el resultado que tenemos es que si M=l 1=
1 (b) entonces a < b. Nuevamente el problema aparece por la implicacion. Si se logran
sobrepasar esas dificultades, al final se obtiene que M = LNP(¢).

Fin de la posible demostracion de la conjetura[.4.3
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